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ВВЕДЕНИЕ 


Асимптотика — понятие, знакомое всем еще со школы по асимп- 
тотам гиперболы, занимает незаслуженно малое место в программе 
университета. Между тем асимптотические методы и асимптотический 
подход к явлениям отражены чуть ли не в половине современных ис- 
следований по математике, физике, механике и многим другим наукам. 

В несколько упрощенном виде асимптотическое исследование со- 
стоит в отыскании приближенной простой формулы для вычисления 
сложной функции. Именно так определяется асимптота гиперболы: для 
удаленных точек гипербола приближенно может быть представлена 
прямой. Хотя вид гиперболы и формула, ее определяющая, не очень-то 
сложные, но прямая и формула, ее описывающая, все-таки несколько 
проще. ) А вот примеры трех более сложных задач, по существу 
асимптотических, но совершенно простых по постановке. 

1. На клетчатой бумаге, где длина стороны клетки равна 1, нарисо- 
ван круг большого радиуса В (например 10°). Сколько точек с целыми 
координатами (т.е. вершин квадратов) находится внутри круга? 

2. Сколько существует простых чисел, которые меньше числа п? 
Это число обычно обозначается т(п). Например, 7(100) = 25, 7(200) = 
= 46. А если п — большое число, например 109? 

3. Как найти значение суммы величин, jester натуральным 
числам: 1 

Z(mn)= +++ +t 
Если п невелико, то поможет обычный калькулятор или, в крайнем 
случае, компьютер. А если п велико? Что больше: 21 = 2(100,2. 1010), 
Zo = Z(10'?, 2.1012), 2; = Z(10'5, 3. 10:5)? Тут уж вряд ли поможет 
даже мощная ЭВМ, если заставить ее просто складывать столько 
чисел. 

Несмотря на схожесть этих вопросов и их внешнюю простоту, 
перечисленные задачи довольно сложны. 


1) Слово «асимптотика» происходит от греческого слова отилтитбе 
(ср. слово «симптом») и частицы «а», означающей отрицание. Таким образом, 
буквальный перевод означает несовпадение, что отражает лишь одно и не 
самое главное свойство асимптотики. Более важным является как раз близость 
асимптотики к тому, что она приближает. 
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Проще всего догадаться об ответе на первый вопрос. Ясно, что 
число таких точек приближенно равно площади круга, т.е. TR. Если 
центр круга совпадает с одной из вершин квадрата, то, например, для 
5<В< V26 площадь круга заключена между значениями 78,5 и 81,7, 
а число точек равно 81. Это уже неплохая точность. С увеличением В 
относительная точность улучшается. Но какова разность между числом 
точек и 7R?? Чему она приблизительно равна, какой величине: какой- 


либо постоянной О, D,R, a или совсем другой величине? A если 


одному из этих выражений, то чему тогда равны постоянные D, D, 
или D2? Можно ли еще уточнить выражение для числа таких точек? 
Это типичные вопросы для асимптотического анализа. Оказывается, 
данная задача очень трудна и в ее решении имеются лишь отдельные 
достижения. (Кстати, искомое число целых точек равно, с точностью 
до легко вычисляемого множителя, числу не превосходящих числа В 
частот свободных колебаний закрепленой по краю прямоугольной мем- 
браны.) 

Решение второго вопроса — тоже очень сложная задача. По- 
казано (П.Л. Чебышёв, 1848 г.), что a(n) приблизительно равно 
а Более того, для достаточно больших п справедливы оценки 
0,9212... < яв < 1,1055... Получение более точных формул со- 
пряжено с очень большими трудностями. 

А вот ответ на третий вопрос с весьма исчерпывающей пол- 
нотой дан еще в 1740г. Л. Эйлером: 2(1,п) = шп + С + ть, где 
С = 0,5711... — постоянная Эйлера (известно ее значение с огромным 
числом десятичных знаков, но до сих пор неизвестно, рациональна 


2 
она или нет), а || < Я. Так что без всяких ЭВМ легко видеть, 


что с точностью до 9 десятичных знаков 21 = Z(10!°,2- 1010) = 
= Zo = 2(102,2. 1012) = ш2 = 0,693 147 18..., 2з = Z(10!5, 3 - 1085) = 
= In3 = 1,098 61228... Значит, Z3 > 21, 23 > Zo, a вот что больше, 
Z, или 2, ответ на этот вопрос будет дан в гл. 2, где будет получена 
полная асимптотическая формула для Z(m,n). Первые два вопроса, 
упомянутые выше, не будут далее рассматриваться в данном пособии, 
их изучение требует весьма глубоких математических методов. 
Большую роль играют асимптотические методы в математической 
физике. По сути дела, асимптотическими являются понятия луча света, 
волнового пакета, групповой скорости и многих других физических 
явлений. С другой стороны, наиболее сильные результаты в теории 
вероятностей, в математической статистике и в такой сугубо матема- 
тической дисциплине, как теория чисел, также являются асимптоти- 
ческими (например, распределение простых чисел, как это показано 
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в задаче 2). Асимптотическое исследование в широком смысле этого 
слова, состоящее в нахождении простого приближенного выражения 
для более сложного объекта, фактически составляет основу стандарт- 
ного курса математического анализа (достаточно вспомнить определе- 
ние дифференциала и формулу Тейлора). 

В книге излагаются основы асимптотического анализа, метод пе- 
ревала (исследование интегралов от быстро убывающих или быстро 
колеблющихся функций) и ряд асимптотических задач из теории диф- 
ференциальных уравнений. 

Знак У означает окончание доказательства теоремы или леммы. 

Знак 00, если не оговорено противное, означает +00. 

В заключение отметим, что читать книгу можно выборочно. В гл. 1 
даются общие определения и основные свойства асимптотических ря- 
дов, которые необходимы для понимания остального материала книги. 
После просмотра главы 1 можно приступать к чтению почти любой из 
остальных глав, связи между которыми весьма незначительны. 

Совершенно независимы главы 2, 3, 7, 9 и 10. В гл.4 только в 
$ 15 имеется небольшая ссылка на $ 11, в гл. 5 только окончательный 
вывод формулы апеллирует к гл. 3. Основное содержание гл. 6 тоже 
абсолютно независимо, лишь примеры в $ 24 опираются на $ 17 и $ 20. 
Изложение примеров в $ 30 не зависит от всех остальных параграфов. 

Глава 8 наиболее сложна для изучения и требует знакомства с гл. 7. 


Глава 1 
АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЯДЫ 


§ 1. Пример вычисления интеграла 


Требуется найти значение очень простого интеграла 
5 
I= |sinz!°de (1.1) 
2 


с некоторой приемлемой точностью (например, найти первые пять 


значащих десятичных цифр). Грубая оценка интеграла [ очевидна: 
5 


[лэ ат| < | dx = 3, но она не дает возможности получить более 


2 2 
точное значение J. 


Стандартный путь вычисления по формулам трапеций, Симпсона 
ит. д. не приводит к результату. Программы прежних лет типа Maple, 
Mathematica и т. п. отказывались считать этот интеграл, то объявляя, 
что он расходится, то «зависая». Это вполне понятно, так как подын- 
тегральная функция описывает достаточно интенсивные колебания — 
ее производная 1057 соз х!0 достигает значений 1,9 x 10’, а вторая про- 
изводная — Зх 10!4. Поэтому простое использование приближенных 
методов квадратур с автоматическим удвоением числа точек разбиений 
отрезка приводит к беспорядочным изменениям приближенных значе- 
ний и не достигает требуемой точности. Более современные мощные 
специализированные программы, конечно, справляются с вычислением 
этого интеграла, но они, по-видимому, используют как раз асимптоти- 
ческие методы. Покажем, как работает асимптотический метод на этом 
простейшем примере. 


После замены переменной у = т! интеграл Г приобретает вид 
50 

5. Го siny dy, где подынтегральная функция уже не являет- 
210 


ся быстро колеблющейся. Зато появляется другая неприятность — 
очень большой промежуток интегрирования, — с которой также не 
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могут справиться простейшие квадратурные методы. Но именно это 
обстоятельство — большие значения пределов интегрирования — дает 
возможность применить простой асимптотический метод. 

Введем обозначение 


со 
Z(t,a) = | у “эпуау. 
t 


Этот интеграл сходится, как известно, при t > 0 и любом а > 0, а 


3 [2 (2°70) - 2 (5*°:16)] 
1= [2 (2 :16)-2 (5°;16)]: (1.2) 
Интеграл Z(t,a) при больших значениях # легко вычисляется ме- 
тодом интегрирования по частям: 


"90 +00 
Z(t,a) = | у “siny dy = —y “с0зу 
t 


+00 
-a | у ° 1 cosy dy = 
t 
р 


+00 
=“ оз — aly эту + (a + 1) | у”? зу = 
р 


+00 
=t*cost+a-t-*|sint — a(at 1) | y ~*~? sin y dy. 
t 


Проинтегрируем по частям еще два раза и в результате получим 


cost | 51 cost 
Z(t,a) = = 7 jar ` © ae -a(at+1) 


= a -o(at I)(a+2)+R(ta), (1.3) 


+00 | 
где R= R(t, a) = a(a + 1)(a+ 2)(a +3) - | ПУ dy — остаток. Убе- 


а+4 
y 


t 
димся, что остаток достаточно мал, оценив его по абсолютной ве- 
личине: 
+00 7 
[Аба] = |a(a+I(a+2\(a+3)- | oa < 


+4 


+ 


+00 
< a(at 1)(a + 2)(a +3): | yo dy = aa t 1)(a $2) 78-3 
t 


$2. Асимптотические ряды. Определение И 


Подставив a = г + = 2, получим, что 


10 9 910-753) -19-11 
|R(2"°,5)|<6-2 <1,2-10-4, 

10 9 5-39 - 19-20 

|R(5", 3) | <6-5-® <4-10-™. 

Из формулы (1.3) имеем 

10 9\_ 10 9 
2 (2°, 16) =0,001 9281497, 2 (51%, = 
Окончательно из (1.2): I = 1,927 6385 . 10-4, причем все десятичные 
знаки верные! Для получения 5 значащих цифр можно было бы огра- 
ничиться меньшим числом членов в формуле (1.3). Если продолжить 
интегрирование по частям, то можно получить еще ббльшую точность. 


Можно ли получить таким образом любую наперед заданную точность? 
Это мы выясним в следующем параграфе. 


) = —5,112053778 46 . 10-7. 


$2. Асимптотические ряды. Определение 


Снова рассмотрим пример прошлого параграфа. Немного удобнее 
исследовать интеграл 


V(t) = ] = ay Z(t, 1) = ImV(t). 


Интегрируя по частям, получаем 


ей ей ей ей 


и a ee 


it (tr > (iy 


it м 
oo (n= DN +nt | sod. ) (21) 
t 


Если п < t, TO каждый следующий член выписанной суммы меньше 
предыдущего и дает более точное приближение функции V(t). Поэтому 
при больших значениях # несколько членов выписанной суммы дают 
очень хорошее приближение (как это было показано в $ 1). Но если при 
фиксированном # число членов неограниченно увеличивать, то видно, 
что приближение, наоборот, ухудшается — члены суммы неограничен- 
но растут с ростом п. (Нельзя желать слишком многого!) 


1) Проще всего проверить эту и подобные формулы, дифференцируя почлен- 
но левую и правую части предполагаемого равенства. 
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Мы имеем пример асимптотического приближения: 
УпЕМ V(t)= У or + R(t ), (2.2) 
=0 


где 


|Rn(t)| = 


со ev = 
п! | ay) < (n 11-Е”. 


пу 


Ценность формулы (2.2) возрастает с ростом t. Так мы приходим к по- 
ниманию асимптотического представления функции, примером которо- 
го является (2.2). Асимптотика не имеет смысла до тех пор, пока 
не указано, о каком предельном переходе идет речь. ') Формула (2.2) 
носит асимптотический характер, если оговорено, что t — со. Согласно 
приведенной оценке остаточного члена R,(t) его модуль по порядку не 
превосходит модуля последнего члена суммы (2.2). Но легко улучшить 
эту оценку. Для этого надо еще раз проинтегрировать А» (#) по частям. 
В результате получим оценку 


(it)"*! intl yn te 


it > i 
|Rn(t)| = |-n! + (n+ и! aie ti <2т.#"-!. (2.3) 
t 


Формула (2.2) — это пример асимптотического представления. 


Определение 2.1. Пусть функция F(t) определена при всех 
достаточно больших #. Будем говорить, что для функции F(t) спра- 
ведливо асимптотическое представление при t — со, если для этих # 


F(t) = Sve(t) + Rat), 
k=0 


где каждый последующий член суммы по порядку меньше предыдуще- 
‚_ Ва ( 
го, т.е. lim Yet!) — 0, а jim Fal) 9, 
too Ue (t) too Yn(t) 
Это определение весьма общее, и BO многих задачах удобнее кон- 
кретизировать вид функций W(t). 
Начнем с определения асимптотического разложения по степеням 
аргумента $. 


') Точно так же не имеет смысла и само понятие предела функции f(z), ес- 
ли не указано, о каком предельном переходе аргумента идет речь, обязательно 
должно быть сказано: х —+ 0, или г — 00, или т -+ то и т.п. 
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Определение 2.2. Пусть функция f(t) определена при t > А 
для некоторого положительного А. Ряд 


Yo axt* (2.4) 
k=0 


называется асимптотическим рядом функции f(t) при t — со, если 
для любого натурального п и любого # > А справедливо неравенство 


|F(t) - анг < Ми", (2.5) 


k=0 


где М„ — некоторая положительная постоянная, вообще говоря зави- 
сящая от п. 

В случае выполнения неравенств (2.5) говорят также, что функ- 
ция f(t) разлагается в асимптотический ряд (2.4) при t —+ со, что 
записывается в виде 


Таким образом, в рассмотренном выше примере равенство (2.2) 
может быть записано в виде 


< 56 
-e# [<q ву, Ею. 2.6 
rad 2-8 (2.6) 


Если сделать замену # = z~!, то аналогично предыдущему приходим 
к определению асимптотики при x — 0. 


Определение 2.3. Пусть функция f(x) определена при 0 < 
< <b для некоторого b > 0. Ряд 


У. акт (2.7) 
k=0 


называется асимптотическим рядом функции f(x) при x > +0, если 
для любого натурального п и любого тЕ (0;b) справедливо нера- 
венство - 
| f(a) - бан < Мн", (2.8) 
k=0 
где М» — некоторая положительная постоянная, вообще говоря зави- 
сящая OT п. 
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В случае выполнения неравенств (2.8) говорят также, что функ- 
ция f(x) разлагается в асимптотический ряд (2.7) при x — +0, что 
записывается в виде 


со 
f(z) Е Yack, z— +0. 
k=0 


Совершенно аналогично определяются асимптотические ряды при 
т—-0, прих — Оиприх -+ 10. 

Если функция f(r) бесконечно дифференцируема в окрестности 
нуля, то она разлагается в асимптотический ряд по степеням х при 
т — 0. Это немедленно вытекает из известной формулы 


п 


(ke) (n+!) 
=>! 50 oh 4 Le) zt! 0<6<1, 
k=0 


и из определения асимптотического ряда. 
В частности, если функция f(x) аналитична в окрестности нуля, то 
она по определению разлагается в сходящийся степенной ряд 


который одновременно является и асимптотическим. Таким образом, 
если ряд (2.7) сходится, то он является асимптотическим. Верно ли 
обратное? 

Снова рассмотрим пример (2.6), заменяя t на х`': 


a со 
eit | ну Е- 1! *^, 240. (2.9) 
т 


Этот ряд расходится для всех х > 0! Тем не менее его 
частичные суммы при малых © прекрасно приближают функцию 
со 5 


i 
—е-"' | dy, как это показано на похожем примере в начале 
—1 
предыдущего параграфа. Из формулы (2.1) и оценки (2.3) легко 
получить, что для т < 1/10 первые четыре члена ряда (2.9) 
приближают функцию с точностью до 0,0005. Для меньших значений © 
точность приближений еще лучше, но в отличие от сходящегося ряда 
здесь нельзя увеличивать число членов в частичной сумме ряда (2.9). 
Члены ряда (2.9) неограниченно растут с ростом п, и тогда при 
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увеличении т ни о каком приближении функции (2.9) не может быть 
и речи. !) 

Соотношение между сходящимися и асимптотическими степен- 
ными рядами. Как указано выше, если степенной ряд 


У‘ак=* = f(x) 
k=0 


сходится в окрестности нуля, то этот ряд является и асимптотическим 
для его суммы: 


f(x) = > ost, 2—0. (2.10) 
=0 


Обратное, как мы видели на примере (2.9), неверно. Ряд (2.10) может 
расходиться. Но даже если он сходится, его сумма может равняться 
функции f(x), а может быть равной и другой функции. Так, например, 
функция, равная er при т #0 u равная O при х = 0, стремится 
к нулю при xz — 0 быстрее любой степени x. Поэтому все члены ее 
асимптотического ряда по степеням х равны нулю. Сумма этого ряда, 
естественно, равна нулю, а не функции e~* 


Асимптотические ряды по последовательности калибровочных 
функций. Сначала напомним определения символов о и О. 

Определение 2.4. Пусть функции а(т) и В(т) определены 
в некоторой проколотой окрестности точки а, которая может быть как 
конечной, так и бесконечно удаленной точкой. Обозначение 


a(x) = о(В(т)) при 2 —а 


а(т) _ 
Ble) ~ 


по определению равносильно условию lim 
z—a 


') Не надо думать, что асимптотические ряды — это ряды «второго cop- 
та» по сравнению со сходящимися степенными рядами. Несомненно, что 
аналитические функции, определяющиеся сходящимися степенными рядами, 
обладают многими замечательными свойствами, которые и изучает теория 
функций комплексной переменной. Однако с точки зрения теории приближения 
функций асимптотические ряды (даже расходящиеся!) зачастую оказываются 
очень полезными, как это видно из примера (2.2) и как будет показано в сле- 
дующих параграфах. А замечательные степенные ряды иногда бесполезны. 


Например, ряд > `` z*/k!, как известно, прекрасно сходится к функции е* 
k=0 
быстрее любой геометрической прогрессии. Однако при z = —20 частичная 


сумма первых двадцати одного членов этого ряда равна —19770222,15, тогда 
как е- = 0,20611 . 10-8. Поэтому, если вести счет с десятью знаками после 
запятой, то любое число членов ряда даст совершенно неверный результат, 
хотя теоретически ряд сходится к е` 
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Заметим, что наиболее часто данное определение употребляется 
в случае, когда обе функции являются одновременно или бесконечно 
малыми при Z — а, или бесконечно большими при г — а. 

В первом случае говорят, что a(x) есть бесконечно малая более 
высокого порядка, чем G(x), или что a(x) стремится к нулю быст- 
рее, чем В(т). 

Во втором — что В(т) есть бесконечно большая более высокого по- 
рядка, чем a(x), или что В(х) стремится к бесконечности быстрее, 
чем а(т). 

Определение 2.5. Пусть функции а(т) и G(x) определены 
в некоторой проколотой окрестности точки а. Обозначение 


a(z) = O(6(z)) npn za 


по определению равносильно условию: существует окрестность точки а 
и существует такая положительная постоянная М, что для всех х из 
этой окрестности 

|a(z)| < М -|A(z)|. 9 

Заметим, что данное определение не подразумевает наличия преде- 
лов у функций a(x) и G(x) при т > а. 

В дальнейшем, не оговаривая этого, запись 0(8(т)) при ra или 
O(G@(x)) при т—+а будем применять к функциям (xr), отличным от 
нуля в некоторой проколотой окрестности точки а. 

Очевидно, что если a(x) = о(В(т)) при х — а, то 


а(т) = O(G(x)) при т — а. 
Если о (7) = 0(G(x)) при т —аиа2(т) = о(В(т)) при х > а, аа! (т) 
и а2(т) — ограниченные функции, TO 
a;(x)a\(x) + аз(т)аз(т) = о(В(т)) при xa. 


Простейшие примеры: 


sing =o0(/z) при т — +0, 
1? = о(зтт) при х — —0, 
13 =0(1?) при х-—>0, 
12+1=0(24) при х — —00, 


т=0О(зшт) при z— +0, 


1) Определение о общеупотребительно во всей математике и физике. А сим- 
вол О иногда понимается по-разному. Приведенное здесь определение харак- 
терно для асимптотических методов, теории дифференциальных уравнений, 
математической физики и др. С другой стороны, во многих работах по теории 
функций дается немного другое определение этого символа. 
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100z? + sinz = O(z?) при roo, 

exp (—a!/3) = o(a~!©) при 2 со, 

Inz =o(z'/!9) при x > о. 

Определение 2.6. Равенства вида a(x) = 0(6(2)) при х > а, 


а(т) = О(В(т)) при х — а называются еще асимптотическими равен- 
ствами. 


Замечание. Следует отметить, что асимптотические равенства 
некоммутативны, они не являются равенствами в привычном смысле. 
Так, например, sinz = 0(2!/?) при х -—» +0, но нельзя утверждать, что 
о(т!/?) при х —» +0 есть sinz. 

Поэтому запись a(x) = о(В(х)) при х > а (a(x) = О(В(т)) при х > 
— а) лучше читать, как a(x) есть 0(6(т)) при x > а (a(x) есть О(В(5)) 
при © — а). 


Степенные функции г” весьма просты и удобны, но далеко не все- 
гда существуют асимптотические разложения по системе этих функ- 
ций. Во многих случаях необходимо пользоваться другими системами 
функций. 

Определение 2.7. Последовательность функций ф»(т) (п = 
= 1,2,3,...) будем называть калибровочной системой при x > a'), 
если для любого п 


pn+i(z) = 0(Yn(z)) при — а. 


Определение 2.8. Пусть функция f(x) определена в некото- 
рой проколотой окрестности точки а. 
Ряд 


YS axge(z) (2.11) 
k=1 


называется асимптотическим рядом функции f(x) по калибровочной 
последовательности функций ф»(т) при x — а, если для любого 
натурального п справедливо неравенство 


|F() = 5 axpx(2)| < Malgn+i(z)|, (2.12) 
k=1 


где М» — некоторая положительная постоянная, вообще говоря зави- 
сящая от п. 


') Более употребительно название «асимптотическая система», но ввиду пе- 
регруженности термина «асимптотическая» здесь будет употребляться термин 
«калибровочная». 
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Такое определение берет свое начало, по-видимому, с работы А. Пу- 
анкаре ([19]), которому принадлежат основополагающие работы по 
математике и механике, в которых активно использовались асимп- 
тотические методы. Очевидно, что фигурирующие в определении 2.2 
и определении 2.3 асимптотические ряды по степеням t~! и х являются 
частными случаями асимптотического ряда (2.11) в смысле Пуанкаре. 

Примеры калибровочных последовательностей, которые встречают- 
ся в задачах математики и физики: 


1, 21/3, 22/3, г,“/З,..., д» +0; 


2 3 


т, zing, 17, 231? т, аЗ шт, 23, т Эт, 1 In? z, т шх, 


2, 2 In‘a, ..., $ +0. 


Соотношение (2.12) можно записать в эквивалентном виде: 


п 
УпПЕМ /(1)= YS axpe(z) +O(Gnsi(x)) при > а. (2.13) 
k=l 
Определение 2.9. Пусть {фк(т)} — калибровочная последова- 
тельность при х — а. Равенство вида 


(г) = YD axge(z) +O(~n+i(z)) при ra 
k=1 


или м 
f(z) = YS axpe(z) + 0о(ф„(2)) при ca 

k=l 
будем называть асимптотическим представлением порядка п функ- 
ции f по калибровочной последовательности {фк(т)}. 


Непосредственно из определения следует, что функция f(x) тогда 
и только тогда разлагается в асимптотический ряд по калибровочной 
последовательности {фк(х)}, когда для любого натурального № спра- 
ведливо асимптотическое представление порядка № функции f(r) по 
той же калибровочной последовательности. 

Как мы видели на примере (2.6), асимптотический ряд может расхо- 
диться, а его члены могут весьма быстро расти. Естественно задаться 
вопросом: как быстро могут расти члены ряда, чтобы он был асимпто- 
тическим рядом какой-нибудь функции? Ответ довольно интересен. 

Теорема 2.1. Для любой последовательности ак (k = 0,1,2, 
3,4,...) существует функция f(x), непрерывная при |x| < 1 и такая, 
что 


f(x) 2 Sas, х—0. (2.14) 
k=0 
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Доказательство. Рассмотрим функцию 


f(a) =ш+ит+ У) as*(1- ex (та). (2.15) 


k=2, 0x70 


Прежде всего покажем, что ряд (2.15) равномерно сходится при 
[| < 1. Так как при у > 0 справедливо неравенство | — exp(—y) < у), 
то каждый член ряда (2.15) по модулю не превосходит 2—*|х|^-?. 
Следовательно, ряд (2.15) равномерно сходится при |z| < | и его 
сумма f(r) является непрерывной функцией. Осталось доказать спра- 
ведливость асимптотики (2.14). Исходя из определения 2.3 рассмотрим 
разность 


f(z) - [очно + ов = 0 tar + 


= 
< 1 в 
+ акт" [1 — ex (==) — Jag tart) ‘акт | = 
„> ' ( ОРТ. ще 6 
=2, an #0 k=2 
= 1 
k 
= > are (1-e (эро) = 
kon+3,ax40 2 axle 
n+2 i 
- у. акт^ (ex (ив) Чат”! + аи”. 
k=2, 0440 акт 
С 1 
Но акт" [1 — ex (- =—x))|< 2-2 
be ea ( PN Нани ye 
=n4+3,ax40 k=n+3 


< |z|"*!, вторая сумма — это o(|z|") при z — 0 и при всех N, a два 
последних члена — это O(|z|"+!) при х —0. У 

Выше упоминалось, что асимптотический ряд не определяет од- 
нозначно функцию, которая разлагается в этот асимптотический ряд. 
С другой стороны, функция также может разлагаться в асимптоти- 
ческий ряд по разным калибровочным функциям. Но если система 
калибровочных функций фиксирована, то асимптотика определяется 
однозначно. 


1) Для проверки этого неравенства можно рассмотреть функцию g(y) = 1 — 
— exp (—y) — у. Так как 9(0) = 0, 9'(0) = 0, 9" (у) < 0, то 9(у) < 0 при y 0. 
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Теорема 2.2. Пусть последовательность функций ф(т) (п = 
=1,2,3,...) является калибровочной системой при т > аи 


(т) = У ‘арк (=) +O(Yn4i(z)), Ta. (2.16) 
k=l 


Тогда коэффициенты ак, К = 1,...,n, однозначно определяются 
функцией f(x). 
Тем самым асимптотическое представление функции по задан- 
ной калибровочной последовательности единственно. 
Доказательство. Пусть справедливо еще одно асимптотиче- 
ское представление функции f(z): 


F(x) = У`ььфк(=) + О(ф+и(=)), 2a. (2.17) 
k=1 
Тогда 
f(a) — f(a) =0=У (ак — ыы (2) + O(~nsi(z)), ta. (2.18) 
k=1 


Из определения калибровочной последовательности следует равенство 
(и — b1)yi(z) = o(yi(z)), ta. 


Поделив это равенство Ha (x) и перейдя к пределу при т — а, 
получим a; = by. 
Далее доказательство продолжается по индукции. Пусть ак = by 
при К < т < п. Тогда равенство 2.18 имеет вид 
n 
0= SS (ax — be) ye (t) + O(~nsi(z)), 2a. 


k=m+1 


Отсюда получаем, что 
(ат — Бин (2) = офи), 2—4. 


Следовательно, ат+1 = 6+1. У 


Следствие. Асимптотическое разложение функции по задан- 
ной калибровочной последовательности единственно. 

Эквивалентность различных определений асимптотического 
разложения. При доказательстве справедливости асимптотики кон- 
кретной функции зачастую затруднительно установить оценку (2.12) 
(а также оценки (2.5) и (2.8)). Однако ввиду произвольности номера п 
достаточно установить более слабую оценку. 


$ 3. Свойства асимптотических рядов 21 


Рассмотрим лишь асимптотики по степеням x при т — 0. Для 
асимптотик по другим калибровочным последовательностям ситуация 
вполне аналогичная. 


Теорема 2.3. Эквивалентны следующие определения асимп- 
тотического разложения: 


2) ack, 2—0 (2.19) 


1. УпЕМ /(2)= У ака* +0(1"+1), 20. 
k=0 


I. VneN f(a =F aye +0(2”"), «0. 
k=0 


Mn 
Ш. УпЕМ Эт. 2п: f(x) => акт" +o(2"), «0. 
k=0 
Доказательство. Очевидно, что из соотношения | вытекает 
соотношение II, а из соотношения II вытекает соотношение Ш, если 
положить т» = п. Остается доказать, что из соотношения Ш вытекает 
соотношение [. 
Действительно, пусть выполнено Ш. Тогда, заменяя в этом равен- 
стве n на п + 1, получим 


Mn+1 Mn+ 
= > ак" + о(х"+1) = Soa! + у акт" + о(х"+!) = 
k=0 k=n+l 


п 
=У, акт" + О(2"+'). у 
k=0 
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Для асимптотических рядов справедливы свойства, аналогичные 
свойствам сходящихся рядов. Доказательства даже несколько проще, 
так как в определении асимптотического ряда фигурируют лишь ко- 
нечные суммы. 


Теорема 3.1. Пусть последовательность функций фи(т) (п = 
=1,2,3,...) является калибровочной системой при т аи 


ПУ боноы®, 20, oft) 2S hpale), 20. 


k=1 k=1 
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Тогда линейная комбинация F(x) = с1{(т) + с29(х) также разла- 
гается в асимптотический ряд при т — а: 


со 


F(x) = У ‘(слак + сок) фк (т), 2a. (3.1) 
k=1 


Д оказательство вполне очевидно в силу одного из опреде- 
лений асимптотического ряда: 


VnEN аще ое), 
k=l 


в 
УПЕМ 9) => `вфь(а) + 0(Yn(2)). 
k=l 
Следовательно, 


Yeoh У ha ronlaetoln@). вы 


k=1 


что эквивалентно (3.1). У 

Столь же несложно выяснить вопрос об умножении, делении и ин- 
тегрировании асимптотических рядов. Однако выкладки для рядов по 
произвольной системе калибровочных функций довольно громоздки. 
Поэтому коснемся этих вопросов только для рядов по системе x, 
оставив подробные исследования для асимптотических рядов по произ- 
вольной системе калибровочных в качестве упражнений. 


Теорема 3.2. Пусть функции f(x) и g(x) разлагаются 
в асимптотические ряды при т — 0: 


со со 
=) ® ack, 2—0, 9 Ува, 2—0. 
= = 


Тогда функция f(x)g(x) также разлагается в асимптотический ряд 
при т > 0: 
р co 
f(a)g(z) ® Yrexa’, 2—0, 
k=0 
где коэффициенты сь вычисляются так же, как и при умножении 
многочленов, путем формального перемножения асимптотических 
k 


рядов: ск = D> азбк-;- 
j=0 
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Доказательство. Действительно, так как 


УпЕМ Де) = axa" + of2"), z— 0, 


в 
УпЕМ g(t) = У\вьз^ + ofa”), х—>0 


то, 


f(x) - g(x) = agbo + (ао + a1bp)x + (аово + а1в + а26)2? + 
eet с" +2"! (а, +... + andi) + 


.. Onda x?” + С. акт ‘). 0(т") + (> bo") -o(x”) + 
k=0 
+ 0(т") + о(т") = (=) + 0(т"), х—0. У 
k=0 


Делить один асимптотический ряд на другой тоже можно, HO, как 
всегда, при делении надо соблюдать некоторую осторожность. 


Теорема 3.3. Пусть функции f(r) и g(x) разлагаются в 
асимптотические ряды при т — 0: 


f(z) 2 Vac’, z—0, 9(z) = > bk, х->0 
k=0 k=0 


и ао #0. 
Тогда функция 


ale 


a} также разлагается в асимптотический ряд 


при x — 0: 


где ск — некоторые постоянные. 


Доказательство. Вследствие предыдущей теоремы достаточ- 
но показать, что разлагается в асимптотический ряд функция Fa) 


Для этого опять воспользуемся определением асимптотического ряда: 
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где 


za(z) = -ay! Saas! +Bn(z)=O(2), Bn(x) = 0(z"). 
k=l 


Tak как Zp(x) = О(т), то |zn(x)| < 1/2 при малых т, и поэтому 
РЕ можно разложить в ряд Тейлора: 
п n 
1 a k n+l) — k n+l 
ЕЕ (а) + O((zn(z))"*") = иен) +O(z"*'). 


Раскроем скобки в выражениях (2n(x))*, сгруппируем одинаковые сте- 
пени х и учтем, что различные степени В, (т) также являются величи- 
нами o(r”). В результате имеем 


для некоторых коэффициентов Cy, что и завершает доказательство. У 

Замечание. Отметим, что коэффициенты {ск} асимптотическо- 
го разложения функции 1/] можно получить другим путем — решая 
систему уравнений, получающуюся из соотношения f(x) -(1/f(r)) = 1 


т.е.1= (вы) . (и): 


1 = age, 
0 = age + ac, 
0 = а0с> + ajc) + ag¢9, 


Условие ap 2 0 для функций f(x), разлагающихся в асимптотиче- 
ский ряд вида 


f(a) = У`аьт^, 2—0, (3.2) 
=0 


эквивалентно условию: функция f(x) непрерывна в нуле и f(0) 4 0. 
Ясно, что это условие является существенным, так как даже для такой 


простой функции, как f(r) = х, функция ГЕ) уже не разлагается 


в асимптотический ряд вида (3.2). 

Для того чтобы существенно расширить класс функций, допус- 
кающих операцию деления, удобно ввести калибровочные функции x* 
с любыми целыми показателями К и ряды вида 


Ло ® ask, 2—0, (3.3) 
k=r 


$ 3. Свойства асимптотических рядов 25 


где г — какое-нибудь целое число (возможно, и отрицательное). Так 
ет к р классу функций принадлежат, например, функции aa? 
3 Pay’ где P(x) — это любой многочлен, не равный нулю тожде- 
ственно. 


Теорема 3.4. Пусть функции f(x) и g(x) разлагаются 
в асимптотические ряды вида (3.3) при x — 0: 


2° ost, 5—0, до Yo ah 5—0. 


k=r, k=rp 


Тогда функция f(x)g(x) также разлагается в асимптотический 
ряд вида (3.3) при x > 0: 


1(=)9(т) = ки ск, 2—0. 


k=r\+r2 


Доказательство не отличается от доказательства теоре- 
мы 3.3. У 


Теорема 3.5. Пусть функция f(x) разлагается в асимптоти- 
ческий ряд вида (3.3) при т — 0: 


co 
f(z) = Yast, z—0, 
ker 


и хотя бы один из коэффициентов ак # 0. Тогда функция 75 


также разлагается в асимптотический ряд вида (3.3) при т - 0: 


Доказательство. Без ограничения общности можно считать, 
что a, #0. Тогда f(r) =a,2" - f\(x), где 


уве, 2-0. 


k=1 


1 
Поэтому утверждение теоремы вытекает из равенства 7 = 
Гы 1 
= г. Fw’ из теоремы 3.3, примененной к функциям fi(z) и 1, 
г (x 
и из теоремы 3.4. У 

Асимптотические ряды допускают почленное интегрирование. Это 
относится как к случаю т — 0 (или, что то же самое, к случаю х - Zo, 


где то — конечная точка), так и К случаям х — +00 их -—» —с0. Как 
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всегда при обращении с асимптотическими рядами, их сходимость не 
предполагается (хотя и не исключается), но, разумеется, требуются 
интегрируемость рассматриваемой функции и некоторая осторожность 
в тех случаях, когда расходится интеграл от 2^. 


Теорема 3.6. Пусть функция f(x) определена и интегрируема 
по Риману на отрезке 0 < x < А и разлагается в асимптотический 
ряд при т — 0: 


(г) = Yack, r—0. 
k=0 


т 

Тогда | f(s) ds также разлагается в асимптотический ряд при x > 
0 

— 0: 

у 52. ght! 

[19% — чт т—>0. 

0 k=0 


в 
Доказательство. Равенство f(x) = Уаз + Br(z), где 
=0 


Bn(x) = o(z"), т > 0, справедливое для любого натурального п, 
проинтегрируем от 0 до т: 


k+l 


| #)as= raz + | Ba(s) ds. 
0 k=0 A 


Так kak В»(т) = о(т"), то | Ants) ds = 0(x"*!). У 
0 


Теорема 3.7. Пусть функция f(x) определена при 0 <т<А, 
интегрируема по Риману на отрезке [a; А] при всех a Е (0; А) и 
разлагается в асимптотический ряд при x — 0: 


f(z) = У ‘ака, 2—0, 
k=r 


z 
где т < 0. Тогда | f(s)ds также разлагается в асимптотический 
А 


ряд при т — 0: 
>. —2 k+1 oo k+l 
z zx 
| 40)d0= z “ут ыы т т-— 0. 
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(Если r = —1, то в этом равенстве первая сумма, естествен- 
=? atl 
но, отсутствует.) Здесь постоянная С = кт kalo 1ША- 


- [о - и 


Доказательство. Из вида асимптотического ряда функ- 
z 


ы 
ции f(x) следует, что интеграл |(409 ds — Yous as сходится. 


k=r 
Tlostomy о 


[о - ыыы = [( - Soa) + [( - iw) 
4 
-1 


Так как функция f(x) — У ‘ак при x — 0 разлагается в асимпто- 


k=r 
со 
тический ряд > a,z*, то из предыдущей теоремы следует, что 
k=0 
у —1 ; oo ght 
$) - У ays" |48=- у а ь 
[ (№ - Yeast) as=- rae 
> k=r k=0 


Из этого равенства и из равенства (3.4) вытекает утверждение тео- 
ремы. У 


Теорема 3.8. Пусть функция f(x) определена и интегрируема 
по Риману при 0 < А<т< © и разлагается в асимптотический 


ряд при т —* со: a 
)= у акт^*, 
k=-r 
т 
где т < 0. Тогда | f(s)ds также разлагается в асимптотический 
А 


ряд при т — со: 


aot 
[rt ee pane + + усы =; 


k=-r 


Доказательство фактически не отличается OT доказатель- 
ства теоремы 3.6. У 


Глава 2 
ПРИМЕНЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКОГО МЕТОДА 
ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ СУММ И РЯДОВ 


$4. Вывод формулы Эйлера 


Мы начнем с очень простого, но довольно поучительного вывода 
частичной суммы гармонического ряда. Немного далее будет показано, 
что формула может быть легко уточнена и обобщена на другие суммы. 


Идея состоит в том, что при больших значениях К величина х Мало 
k+1/2 
отличается OT интеграла | de. Действительно, 
k-1/2 


k+1/2 


д-ра) ata) 


Представляя In(1 + 2) в виде суммы двух членов ряда Тейлора и оста- 
точного члена, получаем равенство 
k+1/2 


1 1 1 11 9, \-3 
ох 2am? * 3 (2k)? 3(1+ 5) 


k-1/2 
1 1 rie 6 \~8 
( 2 2(2k)? 3 ант (1 ) ). 


где 0 < 6; < 1. Следовательно, при К > 10 справедливо соотношение 


k+1/2 
1 1 
8 = =} + ть, где |тк| < ак 
k-1/2 
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29 


Если т < п, то суммируя эти равенства по К от т+ 1 до п, 
получаем, что 


| р nee ae 
wee (J se-n)= | - Хм 
k=m+1 k=m+1 k-1/2 m+1/2 k=m+1 
Значит, 


+ > Tk. 
k=n+l 
Выражение, стоящее в фигурных скобках, не зависит от п. Кроме 


того, из полученного равенства видно, что оно не зависит и от 71. Это 
и есть постоянная Эйлера 


С=5„-ш(т+5) - > Tk, 


k=n+1 
Если п > 10, то 
со со со k Lond 
1 1 1 1 1 1 1 
"| < 3 р 338 и. | 8 вы 
k=n+1 Banik | ase Pall ta 82“ 24n 


значит, 


1 1 
Sn =In(n+ 5) + C+ А», где |Rn| <. (4.1) 
2 24n 
(В частности, теперь легко ответить Ha вопрос, заданный во введе- 
нии: что больше: 21 = 55.10ю — Sig или 22 = 52.10 — 5102? 
Так как при n > 10 справедливо равенство 


2 2n+1/2 =i 
Son — Sn = In НИ) + Вип *, 
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-2 


где |Bn| < 10, то, следовательно, 9х, — Sy = ш2 — д, + Inn 


где |yn| < 1. 
Итак, Zp > Zi, 6 FoF rena es 510-20 
так, Zo > 21, более того, 22 = а + : 

где || <2.) 

В следующих параграфах мы покажем, как с помощью таких же 
простых соображений получать асимптотики других сумм и рядов, 
причем с очень большой точностью. Выкладки, по существу, не отли- 
чаются от приведенных выше, но, разумеется, более громоздки и могут 
быть опущены при первом чтении. 


т 


$5. Вспомогательные оценки 


п 
Основная идея вычисления суммы > 4 (К), как и в предыдущем 


k=m 
параграфе, состоит в том, что при больших К, если ф(т) мало меняется, 
k+1/2 


величина (К) приближается интегралом | (x) dx. 
k-1/2 
Пусть v(x) — первообразная функции (x), так что 
k+1/2 k+1/2 
Фо = | у = y(k + 1/2) - ok - 1/2). 
k-1/2 k-1/2 


Разложим ф(К + 1/2) и p(k — 1/2) по формуле Тейлора с остаточ- 
ным членом: 


g(k + 1/2) — фк - 1/2) = +1 + 


a 0") + эф" + 


a 
1 


1 1 


+ 5g POU) + вы) + ee POUR) + ев?) - 
1 1 1 
- [о - 50+ рае" ~ a OU) ие - 
1265) 1 26) 1 а) 
Fie POOR) + eg, POR) — уф - 6/2). 
Итак, 


ф"(®) Ни ны OUR) + Вл, 
(5.1) 


ФЕ+ 1/2) - 9k 1/2) = 9h) + те 
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me Ri, = a? p(k + 01/2) +355 7 0 k — 60/2). Здесь и далее 0 < 
<6; < 1. | 
Аналогично, 


ФЕ 1/2) — 9"(k—1/2) =") + r= 9(R) + Rox 
где Ro, = 35 ФТ (k + 63/2) + нА ФТ (k — 64/2). Следовательно, 
p(k) = 9" + 1/2) ~ "(bk 1/2) ~ 9 (K)— Rox (6.2) 
Таким же образом выпишем формулу для пятой производной: 
p(k + 1/2) - p(k - 1/2) = p(k) + Вал, 
где R34. = p(k + 05/2) + 2 gk — 65/2). Поэтому 


p)(k) = pO (k-+ 1/2) - p(k - 1/2) - Rar. (5.3) 


Исключая y""(k) и y®)(k) из равенств (5.1), (5.2), (5.3), получаем 
равенство 


U = 1 a= me ОВ a a ei 
g(k) = e(k+ 5) - o(k зы” (++ - y"(k :)| + 
(4) (4) (ЕР) 
т oe al [( (++; ae (+ | Re, 
mote Rip + |p le 
ВАТ [24308 25| 9 


Если |p" (a)| < тк при k — 5 <#< +5, то 


1 1 
[Rel < Car 7 a5 + Pe 


Просуммируем полученные равенства от т + 1 доп > т: 
n 
У #®) =y(n+5) -9(m+ 5) - я [+3 )- 9" (m+ | 4 
k=m+1 


+5 #® (+1) - oO (т +5 | - ев Re, (5.4) 


k=m+1 


+ ть <5. 10-Зтх. 


где |Вк| < 5: 10-Зтх, а тк = зир [$ (т)| при k — 5 <a<k+ i. 
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$6. Асимптотика частичной суммы 
гармонического ряда 


Здесь мы уточним равенство (4.1). Для этого применим равенство 
(5.4) к частичным суммам гармонического ряда. 


Положим w(x) = y'(x) = =, а (т) = шх. Тогда 
1 2 6 
ф"(т) = >, gl" (т) =-, $ (2) seat 7 
т т т 
6! 
pO (e)=3, 9-1, 8. 


Подставим эти значения в (5.4): 


24 120 
x ; 2 P т 


у Е=№ (1+5) -№ (т+5) + cant eel 


а" mu >. №. 


k=m+1 
6! 
(k= 1)" 


в 
Если обозначить 5, = S~ k-!, то из этого равенства получается 
k=l 


где |Rz| < 5- 10-3 


соотношение 


Е ОВ: 


24 (n+ 1/2) 960 (п+ 1/2) 


1 1 1 7 1 
= {Sn—In(m+ 3) 24 (тэ + 960 (И p> Rb 


Из полученного равенства видно, что стоящее в фигурных скобках 
выражение не зависит ни от п, ни от т. Это известная постоянная 
Эйлера (разумеется та же, что ив $4): 


a Wyo 1 7 1 > = 
C=S, In(m+5) 24 (mai? + 960 (mai > Ry 


k=m+1 


= 0,577 215664 901 5325..., 
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которая фигурирует во многих математических формулах. Великий 
Эйлер вычислил ее (конечно, без всяких компьютеров!) более двухсот 
лет назад. 


Так как 
co со 
= 6 = 5! 
Ry| < 5- 1073 <5. 10-3 я 
2s, в (k 1)! (n—1)° 


то получаем окончательную формулу, уточняющую (4.1): 


= 1 1 1 7 1 
Sn =In(n +5) +C+ +Zn, (6.1) 


24(n+1/2) 960 (n+ 1/2) 


где 
12» lat ar = 10-'. 

Увеличивая число членов в разложении Тейлора функции ф, можно 
получить формулу, более точную при п — oo (однако коэффициенты 
при степенях п” катастрофически быстро растут, так что получаю- 
щийся ряд расходится, как и многие асимптотические ряды.) Тем не 
менее и формула (6.1) обеспечивает поразительную точность. Уже при 

= 11 она гарантирует 6 верных десятичных знаков. !)! 

Конечно, при небольших значениях п проще непосредственно со- 
считать частичную сумму, чем пользоваться формулой (6.1). Но при 
громадных значениях п эта формула имеет несомненные преимуще- 
ства, а главное значение этой формулы проявляется в других теорети- 
ческих исследованиях. 2) 


1) Даже при п = 4 формула 
1 1 1 7 1 
5. = ("+5 24 (п+ 1/2) 960 (n+ 1/2)" 
дает значение 2,083 332 893, т.е. 7 верных знаков. И уж совсем непостижимо, 
что эта формула, выведенная и справедливая для больших значений п, дает 
хорошее приближение при п = 1 (!): 51 = 0,999 758 963. Вообще говоря, таких 
удивительных свойств от асимптотических формул ожидать нельзя (другой 
такой случай будет показан в следующей главе для Г(Л)). По-видимому, это 
связано с аналитическими свойствами исследуемых функций. 
2) Имеются и другие представления частичных сумм гармоническо- 


)+с+ 


го ряда. Например, 5, = шп + С + >. = > CEs) 4 7° где 
1 


Ак = о а-я 17). 


2 A.M. Ильин, А.Р. Данилин 
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оо 1 
7. 0 ae 
§ вычислении суммы ряда > К Ш? К 


Рассмотрим еще один, не столь важный теоретически, но доволь- 
но занятный пример. Речь пойдет о вычислении суммы сходящегося 


1 
ряда 5 = У. Этот ряд сходится по интегральному признаку, 
ЗиК 


но чему равна его сумма? Сколько членов ряда надо сложить, чтобы 
получить 4 верные десятичные значащие цифры в значении суммы 5? 
Чтобы ответить на этот вопрос, вспомним простые неравенства (на 
которых, кстати, основан интегральный признак сходимости рядов.) 
Если f(x) — положительная непрерывная монотонно убывающая функ- 
ция, To f(x) < f(k) прих > К, а f(r) > f(k) при т < К. Поэтому, 


k+l k 
| де < лю < | fea 
k k-1 
и при п > т 
n+l n n 
| f@a< Ys) < | fear. 
т k=m+1 in 
co 
Следовательно, остаток 4т = > i 2 рассматриваемого ряда мож- 
но оценить снизу: АТН 
т 1 
Gm > | mE Е 
т-1 


Итак, чтобы получить точность хотя бы 10-3 (нетрудно заметить, 
что 1 < 5 < 10) требуется сложить не менее m членов ряда, где ш (т + 
+1) > 103. 

Следовательно, т + 1 > ехр (103) > 103%. Если учесть, что вре- 
мя жизни Вселенной приблизительно равно 10!0 лет < 1018 секунд, 
то ясно, что никакие самые фантастические скорости вычисления не 
обеспечат требуемой точности путем простого сложения членов ряда. 
Между тем формула (5.4) даст весьма большую точность. 

Для этого положим 


y(t) =-—, v(x) = — 


Ing ain 


” 1 2 
, 2) SS oS Ss 
? $" (=) vin’s т’ 
2 6 6 
eines inde ит, 


gl" (2) = 
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4) (т) = — 6 22...86 24 
$) eine gine Шт аб, 
9-ю 210 240 0 
ый eins ит 2 inte ИТ 2? ln’ 
(6)(m) — 120 548 1350 2040 1800 720 
OY (2) See gg a ee НХ Е 


eine 2 ine них о Ибн И 
(7) (=) = _ 720 _ 3528 9744 17640 21000 15120 
У eine eine 2 ints eine Шт НИЕ 


+ 
5040 


Если х > 21, то шх > 3, Следовательно, 


в S400 , 16200 , 1800 , 2100 16000 e000) 
enka] Se {80+ 7 = +543 + 700 + 9100 + 6300] < 


< ieee 200 + 90 + 30 + 10+ 1}2~” < 50027’. 
Поэтому из формулы (5.4) при п — со получаем равенство 


и 
a Пу 1 ®( 5) - 
т e(m+5) +9" (т+ 5) - a” eae) 
=m. 


|Re| < 5- 1073 - 500(k — 1)-7 = 2,5(k — 1)-7. 


Значит, 
1 1 
9 = SS Е НЕ 
>, кш К  ш(т+ 1/2) 


У дон ЗЧ. acs) t 
24 \ (m+ 1/2)? ш?(т + 1/2) (m+ 1/2)? In*(m + 1/2) 


7 1 6 22 36 
+ + + 
+ 5960 (т + 1/2)* (== + 1/2) ш(т+ 1/2)  №“(т + 1/2) 


24 
г ami) +9», (7) 


со 
где |Qm| < 0,5 У` 77 < 0,1 т” 8, если т > 20. 
m=2 
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Подводя итоги, мы видим, что для вычисления суммы ряда 
со 


s=> ck or достаточно сосчитать сумму первых 20 членов, a сумму 
оставшихся членов вычислить по только что выведенной формуле. При 
этом ошибка не будет превышать 10-® Даже вычисление вручную 
займет не слишком много времени, а на любом компьютере счет 
мгновенный. При т = 20 приближенное значение 5 по выведенной 
формуле равно 2,109 742 804, тогда как истинное значение 5 равно 
2,109 742 801 236 891 97.... Так что истинная ошибка при т = 20 равна 
=3. 10-9 что не сильно отличается от грубой теоретической оценки 
ошибки. И в этом случае, как и в предыдущем примере, асимптоти- 
ческая формула (7.1) дает хороший результат при всех значениях т, 
даже тех, где априорная теоретическая оценка ошибки неудовлетвори- 
тельная: S3 = 2,109774, So = 2,109 473. 

Заметим, что и при т = 2, т.е. тогда, когда вместо суммы ряда 
вычисляется один член плюс полученная выше поправка, погрешность 
оказывается равной ~3- 10-4 что намного меньше, чем погрешность 
при простом сложении 1030 членов ряда. 


Глава 3 
МЕТОД ЛАПЛАСА 


$ 8. Предварительное исследование интеграла 
Лапласа 


В этой и последующей главах речь пойдет об интегралах 


b 
F(A) = | фе,  y,hEC™[a;b], ЛЬ. (8.1) 


Функция h(t) всюду в этой главе считается вещественной, а функ- 
ция y(t) может быть и комплекснозначной. 

Интеграл (8.1) зависит от параметра нерегулярным образом. Дей- 
ствительно, бесконечность является существенно особой точкой для 
функции exp(Ah(t)): она не разлагается в ряд по степеням A~! при 
А — oo. Интеграл (8.1) также не разлагается в такой ряд. Требуется 
выяснить, как ведет себя интеграл (8.1) при больших значениях A. 

Легко получить грубую оценку интеграла: 


\F(A)| < (6 — a) max |p(t)| exp ( max h(t)) = Mexp (A max (0). 


Оказывается, эта оценка для больших A довольно точна. Дей- 
ствительно, пусть максимум функции A(t) достигается в точке с. 
Попробуем найти приближенное значение интеграла |Е(Л)| исходя из 
здравого смысла и нестрогих рассуждений. 

На рис. | и 2 показаны графики подынтегральных функций в слу- 
чаях, когда максимум функции A(t) достигается во внутренней точке 
или в граничной точке (на рис.1 y(t) = t?, h(t) = —t? + 6t —9, \ 100, 
а на рис.2 y(t) =t, h(t) = 1—t—sin(t—- 1), A= 20). 

Видно, что основной вклад в интеграл дают лишь значения подын- 
тегральной функции в малой окрестности точки с. В самом деле, 
если максимум изолированный (как в примерах на рисунках), то вне 
малой окрестности с, т.е. при |t — с| > 6, справедливо неравенство 
h(t) < h(c) — 7, y > 0. Поэтому отношение значений подынтегральной 


38 Гл. 3. Метод Лапласа 


функции при |t — c| > 6 к значению подынтегральной функции в точке с 
не превосходит [3 | exp (An( (Ah(t) — Ah(c)) < M exp (—A7), т.е. экспонен- 


10 


© 


a 


2 


Ба 5 3 35 4° 


Puc. 1. y(t) exp (Ah(t)) = t? exp (100(—¢? + 6t — 9)) 


t 
а м 16 18 2 
Рис. 2. y(t) exp (Ah(t)) = texp (20(1 — #— sin(t — 1))) 


циально мало при больших A. (Для простоты будем пока предполагать, 
что ф(с) 7 0.) Значит, интеграл F(A) приблизительно равен интегралу 
по малой окрестности точки с. В этой окрестности функция $(#) 
приблизительно равна ф(с), функция h(t) приблизительно равна h(c), 
а диаметр этой окрестности приблизительно равен некоторому числу В, 
зависящему от Л. Итак, 


F(A) = В(Л)ф(©) exp (Ah(c)). 


Для завершения этих нестрогих рассуждений осталось найти Be- 
личину (A), т.е. диаметр той окрестности точки с, в которой подын- 
тегральная функция мало отличается от своего максимального значе- 
ния. Величина В(Л) существенно зависит от поведения функции A(t) 
в окрестности точки с. 
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Если точка с лежит на границе (как Ha рис.2) и h’(c) £0, то ис- 
A(t) 


комая окрестность такова, что отношение > = eX) ограни- 
е 


чено сверху и снизу положительными постоянными. Это означает, что 


(В) — h(c)) = Ah'(c)(t — ©) = O(1) или (#- ©) = 0(5==)- Таким 


АВ! (с) 
образом, (Л) = |h’(c)A|~! и 


В 
F(A) = ——(c) exp(Ah(c)). 8.2 
(A) = EL Ce) ОНО) (8.2) 
Если точка с внутренняя и h”(c) #0 (как Ha рис.1, в этом 
случае ясно, что h’(c) = 0), то в этой окрестности |Ah(t) — Ah(c)| = 


я elie — с]. Значит, аналогично предыдущему случаю, [3(A)]? = 
#21" (с) |7! и 


F(A) = 2290) exp(Ab(c)). (83) 
У" (©) м 

Несмотря на значительную нестрогость приведенных выше рас- 
суждений, полученные формулы являются правильными. Ниже в этой 
главе соотношения (8.2), (8.3) будут строго доказаны, мы получим зна- 
чения постоянных В! и Bo, более того, будут построены и обоснованы 
асимптотические приближения интеграла F(A) с точностью до любой 

степени Л-". 


$9. Максимум показателя h(t) достигается 
на границе 


Рассмотрим ситуацию, изображенную на рис. 2: максимум функции 
h(t) достигается в точке а (случай, когда максимум достигается на 
правом конце b, рассматривается совершенно аналогично). Будем пред- 
полагать, что выполнены следующие дополнительные условия: 

1) №(а) <0, 

2) точка а является единственной точкой максимума функ- 
ции A(t) !), 


1) Оба условия являются вполне естественными. Условие (1) означает так 
называемую грубость ситуации, или ситуацию общего положения. Под этим 
понимается следующее: при малом изменении данных задачи она сохраняет 
основные черты. Действительно, из того что а является точкой максимума 
функции A(t), вытекает, что h(a) < 0. Однако если h’(a) = 0, то при сколь 
угодно малом изменении функции A(t) и всех ее производных точка а может 
перестать быть точкой максимума. Например, у функции —(t — а)? максимум 
находится в точке a, а для функции —(t — а)? + et при сколь угодно малом 
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В соответствии с предварительными рассуждениями предыдущего 
параграфа разобьем интеграл F(A) на два интеграла: F(A) = F(A) + 
+ В(^), где 


até [2 
F,(A) = | y(t) exp (AR(t)) dt, F(A) = | y(t) exp (Ah(t)) dt 
a até 


В силу условия (1) выберем достаточно малое д Tak, чтобы h’(t) < 0 
при t € [а;а + dj. 

Из условия (2) вытекает, что при достаточно малом 6 для некоторо- 
го 7 > 0 на отрезке [а + 6;6] справедливо неравенство h(t) < h(a) — 
Следовательно, 


|Е>(^)| < M exp (Ah(a)) -ехр(—9^). 


Асимптотика первого интеграла легко получается интегрированием 
по частям (A фиксировано): 


а+5 а+6 
Fa) =x | бо dew (м) = 5 О ФОНО) - 


até 
-t | (0) exp (AR(t)) dt = ae exp (Ah(a)) + 


X h'(a) 
1 até й 
+35 | $10 dtexp(an(o)) + Oexp AA(a))) exp (7), 
a 
где yi (t) = -1 ei). 
Продолжая интегрирование по частям, получаем равенство 
п 1 (a) 1 até 
и 1 Фк-ца ив 
F(A) = exp (an(a)) 7 we At) + Sm | ealtexp Ом) dt + 
4 a 


+ O(exp (А№(а))) - exp (—7A), 


Е > 0 точка а уже He является точкой максимума. Если же h’(a) < 0, то при 
любом достаточно малом изменении функции A(t) и ее первой производной 
точка а останется точкой максимума. 

То же относится и к условию (2). Если имеется другая точка на отрезке, 
в которой значение функции h(t) равно A(a), то при малом изменении A(t) 
точка а может перестать быть точкой абсолютного максимума. 
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где $0(#) = v(t), фк (В = ге) Е С° [а; а + 6]. Так как 
até 
| Gn (t) exp (AR(E)) a < Mnexp (Ah(a)), 


a 


TO из этой оценки и из полученной выше оценки интеграла F(A) 
следует асимптотическое разложение интеграла F(A): 


F(A) © —exp(Ah(a)) > oe. Koes, (9.1) 
k=1 


где Yo(t) = v(t), Pr+i(t) --# (#9). 


Выпишем главный член этого разложения: 
F(\) = Е fo +00 *| 


Таким образом, в случае когда максимум показателя h(t) достигает- 
ся на границе в точке а, строго обоснована полученная выше из нагляд- 
ных соображений формула (8.2) (оказалось, что постоянная В! = 1). 


$ 10. Максимум показателя h(t) достигается во 
внутренней точке. Асимптотика интеграла Р(Л) 
в частном случае 


2 

Рассмотрим частный случай интеграла F(A): пусть h(t) = -5. так 
что максимум функции h(t) достигается в нуле и эта точка внутренняя, 
т.е.а<0<6. 

Как и ранее, считаем, что функция y(t) бесконечно дифференци- 
руема на отрезке [а;6]. Основной вклад в интеграл F(A) вносят значе- 
ния функции в окрестности нуля. Поэтому аналогично предыдущему 
параграфу представим интеграл Е(Л) в виде суммы трех интегралов: 
F(A) = F(A) + Е (Л) + F3(A), где 

—5 2 6 
F(A) = | $ ехр(-Х 5) dt, F(X) = | y(t) exp(-A 5) a, 
a -6 
b 2 
F(A) = Jew exp(-\5) at, 


6 


a 6 > 0 — некоторое фиксированное малое число. 
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я 
Обозначим 7 = > и укажем оценку первого и третьего интегралов: 


|Fi(A)| + |F3(A)| < nel ae < Me™. (10.1) 


Далее рассмотрим интеграл F(X), заменив в нем подынтегральную 
функцию частичной суммой ее ряда Тейлора и остаточным членом: 


5 


F(A) = | [о+ы® +. + a0) + Pant] exp(- А 5) 4 = 
26 


6 
2 
| | thexp( AG )dt+ rn, (10.2) 


6 
rid 
лет, = | pan(t)exp(-A5) dt, [pon(t)| < М. 
-6 
Остаточный член Tn можно легко оценить: 


$ со 
2 2 
inal < | MiePr*texp(-a5)at < М | и" exp(—a5)dt. 


ы —< 


ip 
После замены переменной t = —— получаем оценку 


vx 


2 
Ima < Moby | IrPtexp(-5)dr= мы. (10.3) 


Замечание. Здесь и в дальнейшем мы будем обозначать че- 
рез М, возможно с индексами, различные величины, не зависящие от 
параметра, по которому строится асимптотическое разложение. 


Далее надо исследовать интегралы в равенстве (10.2). После заме- 
ны t = я получаем равенство 


ss обо “ТР 
RA= So Seine | tex(-3 ©) ar +0 (1). 
k=0 их 
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8х 3 
При нечетных К интегралы ] rk exp(-3)dr равны нулю. Сле- 
—6УХ 
довательно, 
6 
(0) 2k 
)=У`—анюя КОНЯ | т ехр(-5 печ). (10.4) 
kao ( -6/Х 


Фигурирующие здесь интегралы в пределах (—-6\/Л,6/Л) мало от- 
личаются от таких же интегралов в пределах (—00, со). Действительно, 
5х $ 


2 co 
7** exp(-7) dr - | 7 ехр(-7. ат 
-5VX —со 


=2 | 7k exp(-%)ar < Mexp(~6?A/4) 
УХ 


при больших значениях Л. 
Ясно, что ехр (62/4) = я). Поэтому из равенства (10.4) 
и из оценки (10.1) вытекает равенство 
us фе “O 4 
5 enuek™ 


F(A) = +0(^-"—\), (10.5) 


со mn 
где Ак = | pe ® ат. 


—со 
Для вывода окончательной формулы осталось лишь вычислить по- 
стоянные Ax: 


со # co ft co 7 
Ао = | e 2 dr=V2r, A= ] re 2 dr=- | т4е ?* = Ад. 
Сео oo —со 


Интегрируя таким же способом по частям, легко получить общую 
формулу для Ак: 


со 2 со 
Apes | + TF dr = | k+l de F = 
—cCo -—< 


co Zz 
= (2k +1) | ke” dr = (2k + ПАь. 


—с 
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Таким образом, 
Ag = 3A, Аз=5А =5- 3A, 
... Ap =3-5-7...(2k — 1) Ap = (2k — 1)! Ао. 
Теперь можно немного упростить коэффициенты в формуле (10.5): 


Ак _ Ao(2k—-1)!! _ № _ Уж 


(2k)! (2k)! (2K) OOF A 


Окончательная формула асимптотики интеграла в рассмотренном 
частном случае (a<O<b) имеет следующий вид: 


b 
ра со (2k) 
-^5 2 1 0 
[ewe Ta |3 va ee A> 00. — (10.6) 
A k=0 у 


$ 11. Максимум показателя h(t) достигается 
во внутренней точке. Общий случай 


Рассмотрим теперь интеграл 
b 
F(X) = [ o(te™ at, 
a 
где y(t) Е C™[a; b], h(t) € C™®[a; b] в случае, когда единственный мак- 
симум показателя A(t) достигается во внутренней точке сЕ (a;b). 
Ясно, что h’(c) = 0, №" (с) < 0. Будем предполагать выполненными два 
условия: 
1) h"(c) < 0. 
2) точка с является единственной точкой максимума функции h(t). 
Так же как и в $9, эти условия характеризуют случай общего 
положения или грубой ситуации, т.е. ситуации, устойчивой к малым 
возмущениям. я 
Как и ранее, представим интеграл Е(Л) в виде суммы трех инте- 


гралов: 
F(A) = Fi(a) +В (Л) + В), 


где c-6 с+б 
F(A) = | сое“, FAA) = | v(te at, 
a с-б 
b 
F,(A) = | (te dt, 
с+6 
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ад — такое достаточно малое положительное число, что h”(t) < 0 
и h(t) < Кс) -7 при t ¢ [с- 6;с+ 6], y > 0. Ясно, что такие 6 > 0 
и 7 > 0 существуют в силу условий (1) и (2). 

Как и выше, дадим оценку интегралам Ё!(Л) и F3(A), они опять- 
таки экспоненциально малы по отношению к интегралу F>(X) (по край- 
ней мере в том случае, когда функция y(t) или хотя бы одна из ее 
производных не равны нулю в точке с): 


|Fi(A)| + |Ез(^)| = 
c-6 b 
| «демно-мы a + | «демо-меу а) & 
а 


с+6 


< Mexp(Ah(c))e~*7. (11.1) 


=exp (ante) ( 


Осталось лишь найти асимптотику интеграла F>(A). Ввиду усло- 
вия (1) поведение показателя A(t) с точностью до слагаемого, до 
сдвига аргумента и до постоянного множителя точно такое же, как 

2 


t 
иу функции —5, рассмотренной в предыдущем параграфе. Поэтому 


обозначим №(Л) = exp(Ah(c))G(A) и сведем изучение асимптотики 
интеграла G(A) к изучению асимптотики частного случая интеграла 


из § 10. 
с+6 


Итак, G(A) = | p(ter-*)) dt. После замены переменной t = 


=r+cumeem °% 


5 
GO) = | че ден de, 
-6 


Теперь осталось лишь сделать такую замену переменной LS zZ, 
чтобы выполнялось равенство 


h(e+c) — h(c) =>. (11.2) 


Для того чтобы применять формулу (10.6), замена переменной, 
конечно, должна быть бесконечно дифференцируемым диффеомор- 
физмом, т.е. функция 2(т) и обратная функция т(2) должны быть 
бесконечно дифференцируемыми. Поэтому нельзя сделать замену 
2(т) = \/2(h(c) — A(x + с), казалось бы естественно вытекающую из 
соотношения (11.2). Такая функция не является биекцией в окрестно- 
сти нуля и даже не имеет первой производной. Правильной заменой 
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переменной, которая даст возможность свести задачу к рассмотренно- 
му выше частному случаю, является замена 


2(z) = 2/2" Mer. (11.3) 


Так определенная функция 2(2) является бесконечно дифференци- 
руемой на отрезке [-5; 6], и выполняется соотношение (11.2). Действи- 
тельно, справедливо равенство 


Ma+e) - що = [(e-@n"(E +0) de. 9 
0 


После замены переменной интегрирования & = 20 получаем pa- 


венство 1 


h(x +0) —A(c) = 2 {(1 — 6)h!"(20 +c) 48, 
0 


так что замена переменной (11.3) имеет следующий вид: 


(1 - 6)[-h"(20 + с). (11.4) 


В силу выбора числа д подкоренное выражение всюду положитель- 
но и бесконечно дифференцируемо. Следовательно, бесконечно диффе- 
ренцируемой является и функция 2(т). Более того, 


МЕ) > 0. 


(1 —6)[-h"(c)] ав = 


dz 
Поэтому 7 = (2) > 0 всюду для достаточно малых х, т.е. в малой 
окрестности точки x = 0. Упомянутое выше малое число д в счи- 
тать настолько малым, чтобы было выполнено неравенство > (1) >0 
ия 


при тЕ [-6; +6]. Таким образом в интеграле С(Л) допустима заме- 
на (11.4), которая является гладким диффеоморфизмом. 


1) Это известная формула Ньютона. Впрочем, ее легко проверить непосред- 
ственно: формула справедлива, так как вторые производные левой и правой 
частей совпадают, а значения левой и правой частей и значения их первых 
производных при x = 0 равны нулю. 
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Пусть 2(2) — функция, обратная к функции 2(т), определенной 

формулой (11.4). Интеграл G(A) приобретает следующий вид: 

* л2 ах 

G(A) = | Ф(т(2) + c)e~* 2 а: 4 

—б1 
где 5; и д2 — некоторые положительные числа. Этот интеграл в точ- 
ности имеет вид, рассмотренный в предыдущем параграфе, и для него 
справедлива формула (10.6) с заменой oe p(t) Ha функцию 


¥(2) = o(x(2) +0) = (2). 


Если учесть оценки (11.1), то окончательная формула приобрета- 
ет вид 


b 
[ ele dt Е окр Е oF Я да 


ok! 


где 4(2) = p(z(z +4 (2), а функция x(z) — функция, обратная 
к функции 2(т), бпралеменной формулой (11.4). 

Выпишем отдельно главный член асимптотики. 

Так как ¥(0) = (c)$2 (0), а = (0) = (92 (0)) = "(© то 


z dr 


b 
[ower dt © y(c) exp(Ah(c)), etal | + oun). (11.6) 


Таким образом, и в случае когда максимум показателя h(t) до- 
стигается во внутренней точке, обоснована полученная из нестрогих 
соображений формула (8.3) (оказалось, что постоянная By = У2т.) Bo- 
лее того, как ив $9, получено асимптотическое разложение интеграла 
с точностью до любой степени параметра A~!. 

Замечание 1. Асимптотику интеграла С(Л) можно получить 
другим способом. ди этого надо представить показатель в виде суммы 
главного члена yh > <) т? и остальных членов ряда Тейлора функ- 
ции A(h(x + с) — A(c)): 


A(h(x + с) — h(c)) = ae ro 2? +Ar(z), 
r(x) = “> акт" + ene 
k= 


Множитель екр(^ "4 AX) 2 


вает малость А ЕЕ функции при х > A~!/2 а функцию 
exp (Ar(x)) следует разложить в ряд. 


2) является определяющим — он обеспечи- 
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Итак, пусть №" (с)/2 = — и, тогда 


5 6 
GA) = | g(a sf che hl=t+e)—h(e)) dz = | g(x 4. бе-ме те) ах = 
-6 “6 
6 Г3п+2 й 73 n » у 
> vie' + ор") № ! +> aor +O((Ax8)"*! | dx = 
5+ i=0 j=l у 


5 
= ye Фа ори пм dx = 
5 -0<371<#<3т 


+00 
Gigi? 4 ounttat)| ewe? dx + O(e798#"/2). 
оо b0<33<i<3n 


Здесь Yi — коэффициенты разложения функции ф(т + с) в ряд 
Тейлора в точке x = 0, а $;; получаются из ф; и ак после возведе- 


ния в степень (x акт" + ovary) перемножения соответствующих 
k=3 
сумм и приведения подобных членов. 
Например, $00 = фо, $3,1 = фз + $043. ss 
Если сделать замену переменной интегрирования х = ——, TO 


УХ’ 
получим асимптотическое разложение a 
+00 
oy. ee В: 
G(A) a Gia’ + pe) №77 dp + 
Соо $0<3j3<i<3n 


+0(е-№#”) = =" | Е» Е 
oJ 11/2 
0<3j<i<3n | 


ints 


+o(ant! 5 eo” dr + O(e №") = 


pent yant3)72 


оо 
=) У. х- 125, , и ai | rie? dr + O(A7("-2)/2), 
0<3j<i<3n —oo 


+00 
2 
Наконец, учитывая, что | т®Не-Т ат = 0, получим 


foo] 
(А) 2712 Soar *, A= 00. 
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После умножения на exp(Ah(c)) получается асимптотическая фор- 
é 


мула для [oem dt, которая в силу единственности асимптотиче- 


а 
ского разложения должна совпадать с формулой (11.5). 


Замечание 2. Выше всюду для простоты изложения предпола- 
галось, что функции A(t) и y(t) бесконечно дифференцируемы. Все 
рассуждения и доказательства полностью сохраняются, если предпо- 
ложить, что эти функции имеют лишь конечное число непрерывных 
производных в окрестности точки с. В этом случае вместо бесконечно- 
го асимптотического ряда получается так называемое асимптотическое 
представление интеграла, т.е. конечная сумма с правильной оценкой 
достаточно малого остаточного члена. Чем больше гладкость функций 
h(t) и y(t), тем больше членов асимптотики можно получить в этом 
представлении. 
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Рассмотрим построение асимптотики интеграла на примере гамма- 
функции Эйлера 


T(A) = fertta, (12.1) 
0 


Этот несобственный интеграл сходится на бесконечности при любом 
комплексном значении A. Для сходимости в нуле необходимо и доста- 
точно, чтобы Re A > 0. Известно, что Г(Л) — аналитическое продол- 
жение интеграла (12.1) на комплексную плоскость — является меро- 
морфной функцией с полюсами первого порядка в нуле и в точках —п, 
где п — натуральные числа (см., например: Маркушевич А.И. Теория 
аналитических функций. — М.-Л.: Гостехиздат, 1950, гл. 7, § 4). 
Здесь мы рассмотрим лишь асимптотику Г(Л) при действитель- 
ном Л — со. Технически немного удобнее рассматривать Г(Л + 1) = 


= | е- Аа. 

0 

С первого взгляда непонятно, как применить к этому интегралу ме- 
тод Лапласа. Прежде всего, это интеграл несобственный, а не интеграл 
по конечному отрезку. Важнее то обстоятельство, что если попытаться 
свести задачу к рассмотренному выше случаю первым пришедшим 
в голову способом: y(t) = e~*, # = exp(Alnt), так что h(t) = Int, то 
показатель A(t) не будет иметь максимума и вообще будет неограничен 
как в нуле, так и на бесконечности. Правильнее представить интеграл 
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в виде в 


TA+)= | en ttAlnt gp, 
0 


Новый показатель —t + Аш более сложным образом зависит от А, 
но зато принимает максимальное значение при t = A. Поэтому есте- 
ственно перенести начало координат в точку A и провести сжатие вдоль 
оси абсцисс, т.е. сделать замену переменной t = Л(1 + 3). Тогда 


TA+1 =A | exp[-A(1 + 3) + AlnA + Aln(1 + 8)] ds = 
“1 


= ел ША | exp[—A(1 +s) + Л (1 + 3)] 48 = te | Ml) ds, 
-1 -l 


co 
где h(s) = —8 + (1 + 3). Теперь уже к интегралу F(A) = | els) ds 
a 


можно применить метод Лапласа, а 
T(A +1) = ^^ Не-^Е(Л). 


Функция h(s) имеет единственный максимум в нуле и небольшое 
отличие F(A) от интеграла, рассмотренного в $ 11, состоит лишь в том, 
что интеграл F(X) несобственный как при $ = —1, так и Ha бесконеч- 
ности. Но теперь это уже не является существенным препятствием, 
так как интегралы по областям вне окрестности нуля сходятся и экс- 
поненциально малы. 

Чтобы показать это, заметим прежде всего, что h(s) — это выпук- 
лая кверху функция, монотонно возрастающая при $ < 0 и монотонно 
убывающая при $ > 0. 


й > sil. п" a 
Действительно, h’(s) = —1 + i. №" (3) = 


1 
(1+)? 


< 0. Поэтому 


—1/2 
| Ms) ds < теме = Мехр(-1^), y>0. 
> 
Так как при s > 1 функция A(s) не превосходит линейной функции 
h(1) + (s — 1)h’(1), то 
со со 


Len shez | anaee-owan ds=e*)_!__y, exp (—71)), 
) ) Хи’ (1 


mn > 0. 
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1 
Асимптотика | е^" =) 48 получена в предыдущем параграфе 
-1/2 
(теперь y(t) = 1, c= 0, №(0) = 0). Так как 


-1/2 
| е^() ds 
Si 


+ O(-*) УМ, 


со 
| e*(s) ds| = 
1 


то согласно формуле (11.5) 
Qn 1 yp?) (0) 
"у > А ^ о, 


где 4(2) = a (z), а функция s(z) — это функция, обратная функции 
h(s) 

-2—>. 
a 


2(8) =3 
Для того — получить явные численные значения коэффициен- 


тов 4 ® (0) = 


ок 
8 
я -т (0), можно воспользоваться многократным диф- 


ференцированием тождества h(s(z)) = — 


No №, 


h'(s(z))s'(z) =z, —-hl"(s(z))(s'(z))? + h'(s(z))s"(z) = —1, 
h'"(s(z))(s'(z))® + 3h” (s(z))s’(z)s"(z) + № (8(2))8"" (2) = 0, 
в (s(z))(s'(z))* + 6h!" (s(z))(s'(z))?s"(z) + 4h’ (s(z))s’(z)8”(z) + 
+ 3h"(s(z))(s"(z))? + h'(s(z))s(z) = 0. 


Так как h’(s) = -1+ т В) (8) = (—1)*+! Е и при k > 1, то 
подставляя в выписанные тождества последовательно значения произ- 
водных 1(*) (0) и учитывая, что 3(0) = 0, s/(0) > 0, получаем равенства 

—(s'(0))? =-1, 2(5(0)}8 — 38'(0)s”(0) = 0, 
—6(5'(0))* + 6 - 2(s’(0))?s” (0) — 4s’(0)s’”(0) — 3(5" (0)? =0 


Отсюда следует, что s’(0) = 1, 3"(0) = :, 8" (0) = i 
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Таким образом, 


Г(Л+ 1) =A +e F(A) = piers fe (1 +— an +O(A~ *)) = 


Хх 

Е () Мих (1+ вт 0(^-?)), Хе. 

е 12 

Так как для натуральных п справедливо равенство Г(п + 1) = 
то, в частности, 

п 
т! = (") Ут (1 + x +0(п- *)), n- 00. 

Тем самым получено уточнение известной формулы Стирлинга, которая 
используется для больших п: 


п! = (2)' vam. 


Можно получить и более точные формулы. Для этого достаточно 
продолжить вычисление коэффициентов формулы путем дальнейшего 
последовательного дифференцирования выписанных выше тождеств. 

Вместо этого мы продемонстрируем метод, упомянутый в Замеча- 
нии 1. 


ый 


Так как 
2 3 4 5 6 7 
8 8 8 8 8 8 8 
h(s) Ck Gay Ge eee Sa + +0(8°) —э +r(s), 
то 


F(A) = | е№() ds + О(е-"^) = 
-1/2 


oi + > baat Lote)" + o(a%s) |ds + O(e-”). 
—1/2 


Как пояснялось выше, пределы интегрирования (—1/2,1) можно 
заменить на —OO и со, при этом произойдет изменение интеграла лишь 
на экспоненциально малые члены. Далее следует произвести замену 


Е 
независимой переменной s = 7 
Итак, 


2 


a= я I oF | * yg rch уху + об“ dr +O(e”). 
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При дальнейших вычислениях следует учесть, что интегралы от 
нечетных степеней аргумента, умноженных на е-7”/?, равны нулю. Сле- 


довательно, 
? : ыы тб р 
=~ -5 a ЗЫ 
VX F(A) | e (: n-Gi-at 
—со ~ 
А, 
23/2 4^ 5 6 7 


ly т т тб \3 1 тз rt тз \4 
отит os) ия ta) + 


1 т т \5 1 
г 735 (тя = a + 799 т dr + O(A~*) = 


4 6 8 6 т8 т® т8 т® 


со 2 
=J/e?(1-5-5-34+54+45+55:+55+ 

| ( 44 6 8 18 5 м 3 24№ 
—со 


то то т? т? т? т? ти 
+ 
50\° 72 108 60% 384 24-34)? 30.27% 
т“ 7'6 78 
+ + dr+O(A~*) = 
36-16\°  96-81A° 720.7293 os 
-1(_A2 г) 4(-4 As | As, Ay As | Ao ) 
Sain ( 4 +18] + ++ 72 + 1944) + 
As As As _ Ав _ Аб + Ar, Ат _ Ав + 


(ин-т 


8 
Ag —4 
+ 799.795) tO), Хо, 


где, как и раньше, обозначено 


со x2 
Ags | е тат, Ap=V2n, Ax = (2k—1)! Ao. 


Подставляя в полученную формулу значения Ак, приходим к сле- 
дующему приближенному значению: 


» 
d 1 139 4 
= [И + > x ? 
mere) (2) . A145 TX вв ~ вах * 7 )) 


A> со. 
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Полученная асимптотика является дальнейшим уточнением форму- 
п п 
лы Стирлинга. Интересно, что даже простая формула п! = (-) У2тп 
е 
дает хорошее приближение (с точностью до 5%) уже для п = 2. 
А приведенная выше формула дает совсем замечательный результат 
(с точностью до 0,2%) уже при n = 1. 
В табл. 1 приведены численные значения, полученные по прибли- 
женным формулам. 
Таблица | 


n| nt | v2an(2)" Ут (т) (1+ 2 : fe 


Ton ов? — sues 
1 0,922 0,99898 


2 1,919 1,999 985 484 


6 5,836 5,999 998 569 
23,506 24,000 003 48 

118,019 120,000014 1 

710,078 720,000 055 5 

5040 4980,396 5040,000 252 
40320 39902,396 40320,00134 


362880 | 359536,873 


3598 695,624 


362 880,0083 
3 628 800,059 


Другая асимптотическая формула для функции T(z) выводится 
более сложным путем. Она приведена, например, в справочнике: Град- 
штейн И.С., Рыжик И.М. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произ- 
ведений. — М.: Физматгиз, 1962, и имеет следующий вид: 


InP(z) #zinz— 2-1 Inz +4 In(2n) а пен, 


следовательно, 


co 
18 | 2 es ntl Box ~2k-+1 
on ee =) op) oe +) у 


где Bo, — числа Бернулли: 
Bo = 


1 stg 
1 B= 
k-1 
re (2k)! | 

Bak = 5 +1 Gir ek+ 1a BaF >? 


>. 
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Эти числа очень быстро растут при увеличении К. Поэтому все 
выписанные выше асимптотические ряды расходятся, и значит, ни 
в коем случае для приближенных вычислений нельзя неограниченно 
увеличивать номер частичной суммы. Но, как всегда, частичные суммы 
ряда дают хорошее приближение для достаточно больших значений п. 
А в данном случае, как показывает табл. 2, даже два члена асимпто- 
тики дают хорошее приближение для всех значений п. 


Таблица 2 

= oi Qn (jen (»( Е. 1 :)) 
n+1 e 12(п +1)  360(n +1) 
0,999 494 2166 
0,999 978 7492 
1,999 993 944 

4 24 23,999 994 09 
5 120 119,999 988 2 
6 720 719,999 9675 
7| 5040 5039,999 887 | 
8 | 40320 40319,99952 | 
9 | 362880 362 879,9976 | 
10 | 3628 800 3628 799,988 | 


Совершенно удивительно, что формула, полученная для достаточно 
больших значений п, дает замечательно точное значение даже для п = 
=0 (с точностью 0,05 %)! 


Глава 4 


МЕТОД СТАЦИОНАРНОЙ ФАЗЫ 


В этой главе также будут рассмотрены интегралы, зависящие от 
параметра нерегулярным образом. Это снова интеграл 


ь 
F(A) = Jomen dt, Ал, y,heC™[a;b], 


a 


но теперь, в отличие от предыдущей главы, функция h(t) принимает 
не вещественные, а чисто мнимые значения. Так что удобнее записать 
этот интеграл в виде 


b 
F(A) = [omens dt, Лоо, 
a 


где S(t) — вещественная функция. По аналогии с физическими и, 
в частности, с электротехническими приложениями функция S(t) 
называется фазой, а функция y(t) — амплитудой. Будем считать, 
что фр, S Е С° (а; Ц. 

Поведение подынтегральной функции в рассматриваемом здесь слу- 
чае резко отличается от поведения подынтегральной функции предыду- 
щей главы. Если там она имела 6-образный вид и была сосредоточена 
вблизи точки максимума функции S(t), то здесь |e%*S(| = 1 и зна- 
чения функции как бы равномерно распределены по отрезку. Тем не 
менее оказывается, что и в этом случае решающую роль в асимптотике 
функции F(X) играют точки, в которых производная S’(t) = 0, т.е. 
стационарные точки функции S(t). Отсюда происходит и название 
метода — метод стационарной фазы. 

График функции Rely(t)eS] = y(t) cos[AS(t)] при y(t) =1+ 
+ 0,3, S(t) =1+й, Л= 60, представлен на рис. 3. 

Здесь производная функции S(t) нигде не равна нулю, и подын- 
тегральная функция быстро осциллирует. Как будет показано ниже, 
интеграл F(X) в этом случае стремится к нулю как A~!, 

Если же на отрезке [а;6] существуют стационарные точки, то, 
вообще говоря, интеграл F(A) стремится к нулю как Л-!/?. Именно так 
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(992-3 х 
обстоит дело для функции (t? + 10)e#?2t -#-%), график вещественной 
части которой показан на рис. 4. 


Рис. 4. (Ё + 10) cos [600(22 — В — t)] 


Здесь основной вклад в интеграл вносят окрестности стационарных 
точек & =1иё = 1/3. 


$ 13. Асимптотика интеграла при отсутствии 
стационарных точек 


Теорема 13.1. Пусть 
ь 
F(A) = [едем ФЕ C™[a; b], (13.1) 
a 
где S(t) вещественная и S'(t) £0. Тогда 


co 
Роу. [№ е^:(@) + = ем) || ло. (13.2) 
k=! 
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Коэффициенты Ак являются линейными комбинациями значений 
функции y(t) и ее производных до порядка К — 1 в точке a, коэф- 
фициенты By являются линейными комбинациями значений функ- 
ции y(t) и ее производных до порядка k — 1 в точке 6. 

В частности, если функция p(t) и все ее производные равны нулю 
в точке а, то все Ак равны нулю. 


Доказательство сразу вытекает из интегрирования по 


частям: 
t/t \' 
g(t AiS(t) gy — 
(35) ы 
а 


b 
— 9(b) pris) _ _9(@)_ ,ris(a) 5| NS(t) 
225. аще о т 


b b 
_ fet) xsi) — elt) м5) 
a las ase” 25° 


p(t 
Tae yi (t) = — ( ae 
Применяя интегрирование по частям к последнему интегралу и за- 
тем последовательно применяя ту же процедуру к вновь получаемым 
интегралам, приходим к равенству 


2 pk-1(b)_ ,ris(d) _ _Pk-1(@)_ ,réS(a) 
BO = acon (ео) © ] + Rolo, 


rye 


b 
Pa(t) = дух | Psi (eV de 


po(t)=9(t), Pr+i(t) = ii 
Tak Kak b 


Hal < м 


фонде“ < 


то отсюда вытекает соотношение (13.2). У 


$ 14. Асимптотика интеграла в частном случае 
Найдем асимптотику интеграла (13.1) в частном случае: 


р 
50 =, а<0<ь, 


F(A) = fot exp (i$) dt, pe Cha; 5. 
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(Здесь и всюду далее под 65; 8] понимается, как обычно, множество 
бесконечно дифференцируемых на отрезке [а;6] функций и, кроме того, 
финитных на этом отрезке, т.е. тождественно равных нулю в окрест- 
ности точек а и 6.) 

При этих условиях можно считать функцию y(t) продолженной 
нулем на всю ось с сохранением ее бесконечной дифференцируемости, 
тем самым 


со 
2 
F(A) = | g(t) exp(iA5) dt, ye C™[-00; oo]. 
—со 
Как и в предыдущем случае, удобно получать асимптотику инте- 
грала при Л — со, интегрируя по частям: 


F(A) Г (22) ев (ое) dt. 


Внеинтегральные члены, конечно, отсутствуют, так как функция Y(t) 
финитна. 

Однако выписанное выше равенство, вообще говоря, лишено смыс- 
ла: если ф(0) # 0, то в правой части равенства стоит расходящийся ин- 
теграл. Это равенство имеет смысл лишь в том случае, когда ф(0) = 0. 
Поэтому представим функцию y(t) в виде: Y(t) = (y(t) — $(0)) + v(0). 
Таким образом, 


F(A) = В (Л) + RA), 
где 


(A) = | 60-0) exo( 05) a, 
ВА) = (0) Г exp(ir5) dt. 


Первый интеграл представим в следующем виде: 


= 2 
F(A) = x | v(t) %(20(05)) dt, 
t 
где Y(t) = v6) +0). Так kak y(t) — y(0) = [+9 ЧЕ, то после замены 


0 
1 


€ = #9 получаем, что y(t) = ec) 40 — бесконечно дифференци- 
0 
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руемая функция. Таким образом, в интеграле F\(\) можно провести 
интегрирование по частям: 


F(A) = -4 Г Ур ( 5) dt, 


—oo 


Внеинтегральные члены отсутствуют, так как w(t) = O(t~!) при 
|| — 00, а вновь полученный интеграл абсолютно и равномерно схо- 
дится, поскольку 4'(#) = О(Е?) при |t| — оо. 

Если ввести обозначение 

1 1 
pi(t) = -v'(t) =-4 | o(t0) = - [08 a8, 
0 0 


то первый интеграл приобретает следующий вид: 


F(A) = x Г gi(t) exp(ir5) dt. 


—со 


Интеграл от второго слагаемого явно вычисляется после замены 
2. 
x? 


ЕЛ) = (0) Г exp(ir5) dt = Е Г exp (15?) ds = 


переменной интегрирования t = s 


= $(0) 2m exp (i7/4). ') 


со 


Ут 


') Как известно, интеграл Френеля | exp is’) ds = “> exp (in/4). 

Проще всего убедиться в справедливости этого равенства сведением к ин- 
тегралу Пуассона после формальной замены переменной 3 = 2ехр (т /4), 
ds = exp (т /4)42, в результате которой 

со оо 
| exp(is”)ds = | exp(—2”)dz exp(im/4) = we. exp(im/4). 
о 0 

Несмотря на правильность результата, такой вывод, конечно, неправомерен, 
так как новая переменная 2 не является вещественной и получившийся после 
замены интеграл не является интегралом по вещественной прямой. 

Для того чтобы сделать вывод строгим, достаточно рассмотреть функ- 
цию ехр(-2?) на комплексной плоскости. Согласно теореме Коши интеграл 
по замкнутому контуру, по границе криволинейного треугольника {2: |2| < 
< В, 0< argz < 7/4}, равен нулю. Следовательно, Пк + Ir + 13в = 0, 
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со 


Итак, F(A) = Е exp (т /4) + x | gi(t) exp (ia) dt, где 


1 
pi(t) = - 4 SOO) = _ | бр") ao. 
0 


Второй интеграл имеет TOT же вид, что и первоначальный интеграл 
F(A), и к нему можно применить ту же процедуру. Тем самым 


= FON ES exp (im/4) + 


2 
+ 0100) [7 exp in/4) + ae | walt) exp(iA5;) at 
1 
где Yo(t) = — | Op} (18) db 


0 
Продолжая этот процесс далее, получаем следующую формулу: 


F(A) = > exp( (т /4) [moa Е 


(i) 


> 2 
tort | фен дез) а, (14.1) 


1 
где go(t) = y(t), pesi(t) = —4 4 gulf) 60 — = — | 928) 40. 
0 


R x/4 
где Пк = [exe(-2*) de, lor = | exp [-Вехр (i0)|”)iRexp (#0) 40, Ir = 
0 о 


R 
- | exp (-Ipexp (т /4)]2) exp (т /4) dp. Интеграл Ihr > ve при Е -— со, 
0 


R п/а 
Вв=- | exp (—ip”) dp exp (т /4). Так как |152 в| < | ехр[-В? соз20)]) В 40 = 
0 0 
со 
= O(R™"'), то | exp(-ie*) dpexp (т /4) = у", откуда и вытекает выписанное 


о 
выше равенство для интеграла Френеля. 


62 Гл. 4. Метод стационарной фазы 


Из явного вида функций ;фь(Ё) вытекает, что все они бесконечно 


дифференцируемы и |фк(#]| < т. 


Так как последний член суммы (14.1) легко оценивается: 


[ Met dt, 
1+t 


n+l 


aa i ones (texp(iX5) a < 


то в соответствии с определением асимптотического ряда 


F(A) = ЕТ exp (im/4) onl a 


Для получения окончательной формулы следует определить явные 
выражения постоянных фк (0) через функцию Y(t) и и производные. 


После дифференцирования равенства фк+1(#) = - [вы 1, (#0) 49 полу- 


0 
1 
чаем соотношение Son фк (t) = — fer pint?) (#9) 49. Следовательно, 
0 
1 2 
oT) =~ aaa vk" 0). 


Последовательно применяя это ОИ получаем 
1 
90) =-5 90), 90) = 5910) = +90), 
= (6) k (2k) 
2300) = 15990), -.-, 9) = (-I GG PO). 


Таким образом, окончательная формула имеет следующий вид: при A — 
> 0 
b 


2 
| ole) exp(ing at = Es exp(in/4) > 90) a ') (14.2) 


a k=0 


') Интересно заметить, что формально это соотношение можно получить 
из формулы (10.6) гл.3. Если в интеграле сделать замену переменной t = 
= уехр (т /4), то получим равенство 


ь р by р 
Jew exp (5) а = е!"/ | ф(уе")е-^ F dy. 
a a 
2k (ет /4 к 
Так как “ olue ) №. +) i*, то, применяя к полученному инте- 
dy yo 4 |, 


гралу формулу (10.6), приходим к формуле (14.2). Разумеется, такой вывод 
логически порочен, так как после замены переменных вещественный отрезок 
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$ 15. Асимптотика интеграла в случае одной 
стационарной точки 
Найдем асимптотику интеграла (13.1) при следующих дополнитель- 
ных условиях: 
ФЕС в; 6, SEC™[a;b], 5.6) =0, 58 >0. 


При этих условиях можно считать функцию y(t) продолженной 
нулем на всю ось с сохранением ее бесконечной дифференцируемости, 
тем самым 


F(A) = | v(t) exp(irS(t)) dt, фЕ C(—00, о). (15.1) 


Исследование этого интеграла можно, так же как ив $11, свести 
к частному случаю путем замены переменной интегрирования t = х + с, 


re 2. 
z(x) =a,/2 S(z +c) ~ S(c) | (15.2) 
т 


Как было показано, 
т 1 
S(x +e) — S(c) = |e ЕО fa — 0)5" (9 + с) 40, 
0 0 
значит, так определенная функция 


1 
#(2) =2 2[а — 0)[5* (20 + с) 49 
0 


является бесконечно дифференцируемой на отрезке [а; 6] и выполняется 
соотношение а 

S(z+e)—S(c)= 5. (15.3) 
Так как по условию S’(c) = 0, S”(t) > 0, то S’(t) > 0 приё > си S'(t) < 
< 0 при t < с. Из равенства (15.2) следует, что 22(5) > 0 при г £0. 


интегрирования [а;6] переходит в отрезок [а1;61| на комплексной плоскости 
и применение формулы (10.6) незаконно. Тем не менее, как мы видим, ответ 
правильный, он строго обоснован для финитной функции ф. Причина полу- 
чения такого удивительно правильного результата при некорректной операции 
будет ясна после рассмотрения в следующей главе метода перевала. А пока 
стоит еще отметить, что формула (14.2) неверна, если функция ф не является 
финитной, а следовательно, и приведенный выше нестрогий вывод в самом 
деле непригоден. Правильная формула будет получена в $ 15. 
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А из тождества 5'(т + ОЕ (x) = z вытекает, что Е (x) > 0 при x £0. 
Кроме того, 


— 6)[S"(c)] @ 


= [So] > 0. 


Поэтому ae (t) >0 всюду на отрезке [a;b]. Таким образом, заме- 
на (15.2) является гладким диффеоморфизмом. Пусть x(z) — это функ- 
ция, обратная функции 2(5), определенной формулой (15.2). Интеграл 
F(X) приобретает следующий вид: 


rs 2 
F(A) = e500) | (ег) + ee & dz. 


Этот интеграл имеет в точности вид, рассмотренный в предыдущем 
параграфе, и для него справедлива формула (14.2) с заменой функ- 
ции y(t) на функцию (z) = $ф(т(2) +91 (2), Таким образом, при 
А — со справедлива формула 2 

b 


y(t) exp(iAS(t)) dt = exp(im/4)e?5 У ^^) (0 
| Ут можно >. 


а 


ara nea 


Замечание 1. Случай, когда S”(t) < 0, легко сводится к pac- 
смотренному выше путем перехода к комплексно-сопряженным функ- 
циям. Пусть S”(t) < 0, а F(A) — это интеграл (15.1). Тогда F(A) = 

со 


= | v(t) exp (—iAS(t)) dt, где верхняя черта означает символ ком- 


плексного сопряжения. Для этого интеграла справедлива форму- 
ла (15.4) (с заменой S(t) на (—S(t)) и y(t) на y(t). т 


РО) = 1/7 exp (in/4) ‚тя SF xa 
k= 


где 4(2) = ф(т(2) + jf (z), a функция х(2) — это функция, обратная 
S(c) - ры + с) 


функции 2(т) = х./2 
женным значениям, получаем равенство 


во = 7 exp(— n/p в) ) А 08а 


. Переходя к комплексно-сопря- 


Ак 
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с ь 
Так как в обоих случаях 4(0) = elo то главный член асимп- 


15" (с) 
тотики равен 


\ ыы exp (in/) 59 eS), если S”(c) > 0, 


Qn , $(с)__ :^5(с) „ 
= ехр(—т /4) ==— е ‚ если S”(c) < 0. 
А |S"(c)| 


Замечание 2. Формально можно получить асимптотику инте- 
грала (13.1) тем же способом, который описан в замечании | $ 10. Для 
этого надо провести сдвиг аргумента ¢ = + с и представить показа- 
тель i\S(t) в виде суммы главного члена iAS(c) + nO 2? y осталь- 
ных членов ряда Тейлора функции 1А(5(х + с) — Sc: A(S(z + с) -— 


— S(c)) = 5a 2? + Аг(2). Функции exp(Ar(x)) и v(x + с) следу- 
ет разложить в ряды Тейлора. Получившийся ряд будет содержать 
co 


интегралы вида т" exp (id7x?) dr. Выписав формальные значения 
р (2Ay 


этих интегралов как производных по Л от интегралов типа интегралов 
Френеля, получим асимптотическую формулу (15.4). 

Конечно, все эти действия незаконны, но дают правильный ответ. 
Почему так происходит, можно понять, изучив метод перевала, который 
будет рассмотрен в следующей главе. 


$ 16. Асимптотика интеграла в общем случае 


Рассмотрим общий случай интеграла (13.1) 


b 
F()= [omens dt. 


a 


Как и ранее, будем предполагать фазу вещественной и бесконеч- 
но дифференцируемой, а амплитуду тоже будем считать бесконечно 
дифференцируемой, но необязательно финитной. Существенным пред- 
положением является следующее: фаза S(t) имеет на интервале (a; b) 
конечное число стационарных точек с, C2,..., Cm, т.е. точек, в которых 
5' (ск) = 0. На концах отрезка S’(t) 7 0 и, главное, 5" (cx) 52 0. 


ЗА. М. Ильин, А.Р. Данилин 
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Как и при рассмотрении метода Лапласа, эти ограничения озна- 
чают, что рассматривается ситуация общего положения. А при наруше- 
нии этих ограничений асимптотика интеграла имеет, вообще говоря, 
совсем другой вид. 

При таких ограничениях исследование асимптотики по существу 
сводится к применению случаев, уже разобранных выше в $ 1Зив $ 15. 
Однако надо действовать чуть более аккуратно, чем в случае ве- 
щественного показателя экспоненты (метод Лапласа). Если для ве- 
щественного показателя достаточно было рассмотреть только малую 
окрестность точки максимума, а интеграл по остальному множеству 
оказывался пренебрежимо малым, то в данном случае все обстоит 
немного сложнее. Интеграл по любому подмножеству отрезка [a; b] 
от функции y(t) exp(iAS(t)) не допускает грубой оценки, так как 
[ехр (iAS(t))| = 1 для любого t. Более того, эти интегралы хотя и стре- 
мятся к нулю при A — со, но, вообще говоря, не слишком быстро, 
а как O(A~!). 

Для того чтобы получить асимптотику с точностью до любой степе- 
ни Л, применим известный и весьма полезный метод так называемого 
разбиения единицы. В рассматриваемом здесь одномерном случае (ме- 
тод на самом деле используется в самых разнообразных пространствах: 
в евклидовом, нормированном, метрическом и даже в топологическом) 
он состоит в следующем. 

Для единства обозначений положим Co =а, а Cm41 =6. По- 
средством ок обозначим достаточно малые окрестности точек сь 
(вк = {t: |t — cx] < 26}), а посредством 3, — окрестности точек ск 
меньшего радиуса (бк = {t: |#-— ск| < 6}). Радиус д считается настоль- 
ко малым, что окрестности ох не пересекаются. 

Пусть ик (#) > 0 — это такие бесконечно дифференцируемые функ- 
ции, что к (#) = 0 при |t — ск| > 26 w we(t) = 1 при |t — ск| < 6.1) 

Разбиение единицы состоит в том, что функция, тождественно 
равная единице, представляется в виде суммы бесконечно дифферен- 
цируемых функций специального вида. Здесь в качестве части этих 
функций рассматриваются ик({). Легко видеть, как устроены осталь- 
ные функции. 


1) Функции илк(#) могут быть построены разными способами. Один из спо- 
собов следующий. Пусть 9(2) — какая-нибудь функция из С°? (В'), такая что 
9(2) > 0, g(z) равна O при z < 0 и равна | при 2 > 1. Можно, например, 
положить 9(2) = 5(1 + (3—5) при0<2< 1, 9(2) = 0 приз < 0, 1 < 2. 
Положим h(z) = g(z + 2)9(2 - 2). Ясно, что h(z) = 0 при |z| > 2 и A(z) =1 
при |z| < 1. Тогда искомыми функциями будут wx(t) = В ОЕ 
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На отрезке [а;с!] положим v(t) = 1 — wo(t) — wi(t), на отрезке 
[с1;с2] положим м (#Ё) = 1 — wi (# — w(t) и т.д., на отрезке [ст;@ 
положим Ит(Ё) = 1 — w(t) — ит+1 (0. Из такого построения видно, 

т 41 т 


что у иж (Е) + Yi x(t) =1, функции %(t) бесконечно дифференци- 


= k=0 
руемы и каждая из функций ик(1) при | < k < т тождественно равна 
нулю вне отрезка [сх + 5; ск+1 — 6]. Ниже показаны примерные графики 
функций ик (1) и ик (#) при т = 2. 


1 1 


0,8 0,8 
0,6 0,6 
0,4 0,4 
0,2 0,2 


Рис. 5. шк (#) Рис. 6. ик (#) 


Итак, запишем интеграл (13.1) в следующем виде: 


р b m+ 
F(A) = [едем -ldt= Jo (> >. шк (6) + > ea eXS(t) gy = 


a 


b ть 
= | (tury (t)e*9( dt + Yoon РС )е^8(9 ae, 
а k=0a 


Таким образом, интеграл (13.1) представлен в виде суммы нескольких 
интегралов, для каждого из которых асимптотика уже исследована. 
Радиус 6 окрестностей точек сх можно считать настолько малым, 
что S(t) He меняет знака там, где wx(t) 7 0. Поэтому для каждого 


интеграла [ pun(nerss dt при 1 < k <m-—1 справедлива либо 


a 
асимптотика (15.4), либо асимптотика (15.5), в зависимости OT 3Ha- 


ка 5" (ск). 
b 


Любой из интегралов [ое dt стремится к нулю быстрее 
а 


1 
любой степени jy’ так как на малой окрестности носителя функции 


3* 
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p(t)v_(t) (т.е. на множестве, где эта гладкая функция не равна нулю) 
производная S’(t) #0 и можно применить формулу (13.2). При этом 


все Ах и By равны нулю. 
b 


Наконец, асимптотики [ Plewo(t)erss dt u [оды (te dt 


исследованы в $13. Так’ как на носителях“ функций y(t)wo(t) 
и 9(t)wm4i(t) производная S’(t) 2 0, то для этих интегралов 
справедливы формулы (13.2). Поскольку на одном из концов отрезка 
амплитуда и все ее производные равны нулю, то в формуле асимпто- 
тики первого интеграла присутствуют лишь значения амплитуды и ее 
производных в точке t =a, а для второго интеграла присутствуют 
лишь значения амплитуды и ее производных в точке t = 6. 

Тем самым построена полная асимптотика интеграла с точностью 


> 1 
до любой степени x: Окончательную довольно громоздкую формулу 


выписывать не будем, но отметим, что во всех случаях значения функ- 
ций p(t)w,(t) и их производных в стационарных точках ск и на концах 
отрезка [a;b] заменяются на такие же значения функций Y(t), так как 
в этих точках функции ик(#) равны единице, а все их производные 
равны нулю. 

Если ограничиться лишь асимптотикой с точностью до О(Л-3/?), то 
получим следующую формулу: 


[ве Je dt = > [¥ on( (т sign(S"(cx))) Tey eS(ce) + 


$(6) №55) _ (a) м5(а) —3/2 
+ 2575 ° asta ° +O(A~*/*). (16.1) 


$ 17. Асимптотика функции Бесселя 


В качестве примера применения метода стационарной фазы рас- 
смотрим асимптотическое поведение функции Бесселя при больших 
значениях аргумента. Рассмотрим функцию 


п 


1 08 3 
о | ехр (irsint —int)dt, пЕМ. 


—* 

Эта функция называется функцией Бесселя первого рода порядка n 
и обозначается Л,(х). Она является одной из самых применяемых 
в различных приложениях. Из явного вида функции следует, что Л. (x) 
для всех целых п является аналитической функцией © на всей ком- 
плексной плоскости. 
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Проверим, что J,(x) удовлетворяет так называемому уравнению 
Бесселя 


@и , 14и ny _ 
ча + (1 зы=0. (17.1) 
Ясно, что достаточно проверить выполнение уравнения для u(r) = 
- 


= | e(izsin t—int) dt: 


—т 


т 
на = | isint - exp (iz sint — int) dt, 


т 
2, 
os =- | sin’ t - exp (ix sint — int) dt = 
—п 


= | (cos? t — 1) - exp (iz sint — int) dt = 
—п 


т 
— [ cost int d ed № = 
= | oe as (обоза u(x) = 


a ae =o 
= | exp (iar sin t) п; (cost - e nt) dt — u(z). 
—т 


При интегрировании по частям внеинтегральные члены отсут- 
ствуют, так как подынтегральная функция периодична с периодом 27. 
Продолжая интегрирование по частям, получаем 


exp (iz sin t)(sint -e~"* + incoste~™) dt — u(z) = 


|S 
> 
e 
И 
1 
и 


x 
—1 в in si -int dt — u(z) = 
Sas tS | exp (éxsint coste dt —u(z) 
—т 


1 п ent : 3 = 
та) aes | 2 a exp (izsint) dt = 
—- 


~int 2 
exp (iz sin t) d( ) Side — и (2) + Ти. 


lI 
| 
gl 
а 
В 
| 
= 
7% 
8 
= 
| 
1 
1 
ic 
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Проверка закончена. 
Для вычисления асимптотики интеграла 
п 
u(x) = | exp (izsint —int)dt при т — со 
-т 
применим метод стационарной фазы. 
Здесь y(t) =e, S(t) = sint. Стационарные точки — это точки, 
в которых S’(t) = cost = 0. Следовательно, на отрезке [—7; 7] имеются 


две такие точки: с! = — и с = ; и S”(c}) =1>0,aS"(co) =-1< 0. 


Следовательно, согласно формуле (16.1) 


u(z) = yz exp (5) (сл) exp (&=5(с1)) + 
+ (= exp (-i т) p(c2) exp (&=5(с2)) + О(=-3/?) = 


_ [2 аа т Та 
= 25 (exp (if +in 5 iz) + exp ( 4 in} +ia)) + 


+ 0(2-3?) = ИЕ: cos (« - пу = т) + 0(=-3/?). 


В асимптотике данного интеграла отсутствуют члены, соответ- 
ствующие вкладу концов отрезка, так как подынтегральная функция 
периодична с периодом 27 и эти члены, получающиеся в формуле (16.1) 
после интегрирования по частям, взаимно сокращаются. 

Итак, 


=> cos (2-пт-1) + O(2-*), >. (17.2) 


Методом, указанным в $15, можно вычислить в явном виде все 
остальные члены асимптотического разложения функции „Л, (x). Но та- 
кие вычисления крайне громоздки. 

Ниже, в гл.6 будет указан способ очень простого вычисления 
всех членов асимптотики „Л»(т), основанный на том, что эта функция 
является решением уравнения Бесселя (17.1). 


Глава 5 
МЕТОД ПЕРЕВАЛА 


$ 18. Предварительное исследование интеграла 


В этой главе будет рассмотрен интеграл более общего вида, чем 
в двух предыдущих главах: 


F(A) = | p(zjedz. (18.1) 


Las 


Здесь z — это комплексная переменная, а интеграл берется по 
кусочно гладкой кривой Lag, лежащей в некоторой области 2 ком- 
плексной плоскости С и соединяющей точки А и В. Предполагается, 
что $(2) и №(2) — аналитические функции в области ©, и требует- 
ся, как и в предыдущих главах, найти асимптотику интеграла F(A) 
при вещественном Л — со. Без ограничения общности можно считать 
функции ф(2) и A(z) аналитическими в замыкании области ®, немного 
уменьшив ее в случае необходимости. 

Легко получить очень грубую оценку интеграла F(X): 


|F(A)| < М max |exp(Ah(z)| = М max ехр (Л. Reh(z)) = 
2ЕГАВ 2ЕЁАВ 
= Мехр ( - mex Re h(z)), 


где постоянная М равна произведению длины кривой L4g Ha максимум 
модуля амплитуды ф(2) по  — замыканию области Я. 

Вообще говоря, эта оценка очень далека от истинного значения 
интеграла F(A). Главная составляющая этой оценки — экспоненци- 
альный множитель ехр (A max Re h(z)). Нетрудно заметить, что (так 
же, как и при исследовании в гл. 3) основной вклад в интеграл дает 
окрестность точки 20, в которой достигается максимум Reh(z) — 
вещественной части h(z) (если этот максимум строгий, как в гл. 3, а не 
равен тождественно нулю, как в методе стационарной фазы в гл. 4). 
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Основная идея метода перевала (по-видимому, этот метод впервые 
был применен физиком Дебаем в 1909 r.: Debye Р. // Math. Ann. 1909. 
Bd. 67. $. 535-558) состоит в следующем простом замечании. Согласно 
теореме Коши интеграл по замкнутой кривой от аналитической функ- 
ции (при соблюдении некоторых простых ограничений) равен нулю. 
Поэтому интеграл F(A) равен интегралу от той же подынтегральной 
функции по любой другой кривой, соединяющей точки А и В (разуме- 
ется, при тех же простых ограничениях: кусочно гладкие кривые Lag 
и Lap лежат в области 2 и все точки внутри контура, составленного 
из этих двух кривых, тоже принадлежат (2). Следовательно, заменяя 


Рис. 7. Контуры интегрирования 


интегрирование по заданной кривой Lag на интеграл по другой кри- 
вой, Lag, соединяющей точки А и В (см. рис. 7), можно существенно 
улучшить оценку интеграла: 


|F(A)| < М inf max exp(A-Reh(z)) = Мехр(^ - inf шах Reh(z)), 


Lap z€Lap AB 2€LAB 


где нижняя грань inf берется по всем кривым, соединяющим точки A 
АВ 


и В (с естественными сформулированными выше ограничениями). Эта 
оценка уже дает значение, близкое к правильному значению интегра- 
ла F(A). 

Если строгий максимум Re(h(z)) достигается в одной из граничных 
точек, А или В, то, конечно, изменение кривой Lag не даст ничего 
нового и приведенная выше оценка будет близка к истинному значению 
интеграла Е(Л). В этом случае можно получить асимптотику Е(Л) тем 
же методом, что ив $9. Такое обобщение довольно легко провести, и 
этот случай не будет здесь рассматриваться более подробно. Читателю 
полезно выполнить это исследование самостоятельно. 

Ниже будет рассмотрен основной случай, когда максимум Re(h(z)) 
достигается в одной из внутренних точек кривой Lap. 
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$ 19. Построение асимптотики интеграла методом 
перевала 


Если при любом выборе кривой, соединяющей точки А и В (с огра- 
ничениями, рассмотренными выше), максимум Re(h(z)) достигается 
в одной из внутренних точек кривой Г.в, то лучше всего выбрать эту 
кривую так, чтобы она прошла через точку 20, в которой достигается 
inf max Re(h(z)). 


Lap z€Lap 

Обозначим Re(h(z)) через u(z,y), где т и у суть вещественная 
и мнимая части комплексной переменной 2 (2 = x + iy). Таким образом, 
h(z) = и(т, у) + и(т, у), и требуется найти такую точку 20 = 10 + Yo, 


в которой достигается min max u(z, у). 
Lap 2ЕЁлв 


Если представить и(х, у) как высоту местности, а кривую Lag — 
как изображение пути от точки А до точки В, то нахождение 


min шах u(z,y) сводится к следующему. При любом прохождении 
Lap 2ЕЁАВ 


от точки А до точки В максимальная высота больше, чем в начале 
и в конце пути. Задача состоит в том, чтобы путь был наиболее 
безопасным, причем опасность заключается именно в большой вы- 
соте. Лучше проделать более длинный путь, но по возможности не 
забираться слишком высоко. Значит, надо выбрать путь так, чтобы 
максимальная высота в пути была наименьшей среди всех возможных 
маршрутов. 

Можно представить ситуацию таким образом, что начало и конец 
пути находятся по разные стороны от горной цепи и искомый путь как 
раз проходит через перевал, т.е. через наивысшую точку пути, но так, 
что при другом выборе дороги самая высокая точка оказалась бы еще 
выше. 


Рис. 8. u(z, у) 


Итак, искомая точка 2о — это точка перевала, и путь проходит 
через эту точку так, что вдоль пути функция и(х, у) в этой точке до- 
стигает максимального значения. Значит, производная функции ц(х, у) 
по направлению пути в точке z = Zo + iyo равна нулю. Но ясно, что 
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в перпендикулярном направлении функция достигает в точке 2о мини- 
мального значения (в противном случае можно было бы сместить путь 
немного в сторону и уменьшить максимальную высоту пути). Поэтому 
производная функции и(х,у) по направлению, ортогональному пути, 
в точке 2 = хо + iyo равна нулю. 


Если равны нулю производные по двум перпендикулярным на- 


и 
правлениям, то, следовательно, это стационарная точка: On (Zo, yo) = 


= 9% (ол) = 0. Вследствие уравнений Коши-Римана точка то, Yo 
является стационарной точкой и для мнимой части функции h(z). 
Действительно, 

ди ди ду ди 

дз (20,30) = — J, (20,0) =0, бу (10,30) = бу (20,1) = 0. 


Следовательно, точка 2% является стационарной точкой функции h(z): 
№! (20) = 0. 

Таким образом, правдоподобные рассуждения привели к тому, что 
кривую [, соединяющую точки А и В, надо провести через стационар- 
ную точку функции h(z), т.е. через точку 20, в которой h’(z) = 0. 
Интеграл F(X) равен интегралу по кривой [, выбранной указанным 
способом, и можно надеяться получить хорошую асимптотику этого 
интеграла. 

Ниже это будет сделано при дополнительных условиях: 


1) точка (то, yo) является единственной точкой максимума функции 
и(т, у) на кривой [, и значения этой функции во всех остальных точках 
кривой | меньше, чем и(то, Yo); 


2) №" (20) #0. 


Оба предположения имеют тот же характер, что аналогичные пред- 
положения в гл.3, 4. Они обозначают ситуацию общего положения, 
более подробно описанную в примечании к $9. 

Условие (2) означает, что функция 


” 
(г) = Во) + = 2) (2 — 29)? + O((z - 2°). 

Поэтому функция u(z,y) = Re(h(z)) с точностью до аддитивной по- 
стоянной, ортогонального преобразования координат и умножения на 
постоянный множитель равна 2? — у?. График этой функции изображен 
на рис. 8. Начало координат — это точка перевала или седловая точка, 
а благоприятный путь — это путь вдоль оси у. 

Если одно из условий (1) или (2) не выполнено, то, вообще говоря, 
асимптотика интеграла (18.1) имеет иной вид, нежели тот, который 
будет получен и обоснован в конце этого параграфа. 
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Итак, приступим к исследованию асимптотики интеграла (18.1), 


который равен 
| y(z)er" dz. 


1 
Так же как и в других случаях, представим этот интеграл в виде 
суммы интеграла по кривой 15, лежащей в д-окрестности точки 20, 
и интеграла по | — остальной части кривой |. 
Введем обозначение 
и = Re(h(zo)). 


Из условия (1) вытекает неравенство 


[воем 42| < Ме\-в-®, (19.1) 


где Y — некоторая положительная постоянная, зависящая от 6. 
В 6-окрестности точки 2 представим функцию h(z) в виде ее ряда 
Тейлора: 


м2) EP Dia ED (a= salt = hea) + MO аа, 


где r(z) — аналитическая функция в д-окрестности точки го, такая что 
т(20) = 1 и, следовательно, r(z) #0 при достаточно малом 6 в этой 
окрестности. 

Поэтому в 6-окрестности можно провести замену подынтегральной 
переменной z + C, для которой справедливо равенство 


h(2) - В(а) =. 
Для этого достаточно положить 


= (2- 2%) /—h"(z)r(z)- (19.2) 


Под \/-№/(2о)"(2) будем понимать какое-либо одно из значений 
двузначной функции. (Эти значения отличаются лишь знаком. Какой 
именно знак надо выбрать, зависит от направления движения вдоль 
контура и может быть выяснено лишь в конкретной задаче.) Так 
как подкоренное выражение не обращается в нуль в д-окрестности 
точки 20, то функция C(z) аналитическая в этой окрестности. 

Более того, & (20) = /—-h"(z) #0. Следовательно, производная 
d¢ e 

rr (z) 20 в достаточно малой окрестности точки 2. Уменьшая 6 
в случае необходимости, будем считать, что всюду в д-окрестности 


точки го выполнено соотношение т, (z) #0. 
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Следовательно, на комплексной плоскости в окрестности нуля су- 
ществует аналитическая функция 2((), обратная к введенной вы- 
ше функции С(2). Как известно, отображение, осуществляемое такой 
функцией, является конформным, т.е. биекцией, сохраняющей углы 
между гладкими кривыми. Точка zp переходит в начало координат, 
а кривая на плоскости 2, проходящая через точку 2, поворачивается 
против часовой стрелки на угол, равный 


arg ¢’(zo) = arg /-№" (20). 


Итак, после замены (19.2) интеграл [ veer) dz превращается в 


ls 


ait 
мм [обоев = eM) [ое "©, 
Pe ° (19.3) 
где кривая о5 — это образ кривой [5 при отображении, обратном 


отображению (19.2). 


Рис. 9. Прообраз отрезка вещественной прямой 


Отметим, что пока мы еще не выбрали кривую, т.е. путь через 
перевал 2. Наиболее удобно считать кривую Os отрезком веществен- 
ной оси. Тогда задача сведется к применению метода Лапласа из гл. 3. 
Это и есть ответ на вопрос, каким образом надо выбирать путь [5 
в д-окрестности точки 2: кривая [5 есть прообраз отрезка веществен- 
ной прямой при отображении (19.2). Как указано выше, касательная 
к кривой получается из вещественной оси поворотом по часовой стрел- 
ке на угол arg \/—h" (20) . 

Асимптотика интеграла F(A) получается из формулы (19.3) приме- 
нением метода Лапласа. Если обозначить ф(2(())='(С) = (GC), то с уче- 


$ 19. Построение асимптотики интеграла методом перевала 77 


том оценки (19.1) получаем из формулы (10.6) гл.3 окончательный 
ответ: 


| Фома Е exp(rh(zo)y/ 28 ео, A oo. (19.4) 
k=0 


kk! 
Las 
В качестве простого примера применения метода перевала рас- 
смотрим снова 


IJn(A) = x | exp (iA sin t — int) dt. 


Хотя интеграл здесь берется по отрезку вещественной прямой, HO 
подынтегральная функция аналитическая для всех значений $, и можно 
считать отрезок [—7; 7] лежащим на комплексной плоскости, так что 


Л(^) = = | exp(iAsinz)e"*dz, 2ЕС. (19.5) 


Точки перевала для функции A(z) = isinz — стационарные точки 


2 т т 
этой функции — те же самые: —5 И э, HO теперь можно передвигать 


контур нужным образом. 
Прежде всего следует перенести концы контура в такие области, где 


Re h(z) = Re(isin (x + iy)) = — созхзВу < 0. 


Это, в частности, области п < х< —5, у<0и 5 << т, 
у < 0. Поэтому добавим к интегралу (19.5) интегралы 
—п n-ip 
ret i: 1 Te ; 

=. | exp (i\ sin z)e*™* dz и 5 | exp (iA зщ z)e~*"* dz по отрез- 

—n-ip п 
кам [-п — ip; —п] и [п;л — ip], р> 0. 

Значение интеграла (19.5) при этом не изменится, так как подын- 
тегральная функция периодична с периодом 27. 


. т 
Далее следует сместить часть контура от —п — ip до —= в область 


2 
т 
п <-5,у< 0, где Re h(z) < 0, и то же самое сделать с участком 
п . п п 
от = m0 7 - ар. Часть контура OT —5 до = надо сместить в область 


2 2 2 


“a <a2< т, у> 0, где тоже Re h(z) < 0, и затем правильно провести 


п п 
контур в окрестностях точек (-3.0) и (5,0) (см. рис. 10). 


78 Гл. 5. Метод перевала 


Выше было показано, что контур в окрестности стационарной точки 
должен быть прообразом отрезка вещественной оси при отображении 
(19.2). Его касательная в точке 2о получается поворотом вещественной 
оси по часовой стрелке на угол, равный arg \/-№” (20) 


Эт2 


Рис. 10. Контур для функции Бесселя Л, (Л) 


Если 20 = (-5.0). то №" (20) =i. Следовательно, arg \/—h"(z) = 


7 п 3” 
ат у = q (или 4’ в зависимости от знака квадратного корня). 


п 
Значит, касательная в точке (-.0) получается поворотом веществен- 


rn os . т р 
ной оси против часовой стрелки на угол, равный £ Такой выбор 


угла определяется заданным с самого начала прохождением контура от 
точки [-л; 0] до [п;0] (а не наоборот). 

Из этого примера видно, как в конкретном случае выбирается знак 
квадратного корня, фигурирующего в формуле. 


т 
В точке (1,0) контур проходит аналогичным образом, симметрич- 


но относительно оси у. 
Из формулы (19.4) следует асимптотическое приближение 


Jn(A) = Va cos (A —n 5 - т) + 0(^-3/?), Л-+ сю, 


конечно, совпадающее с формулой (17.2) гл. 4. Методом, продемонстри- 
рованным на примере Г-функции в гл.2, можно явно построить все 
члены асимптотического разложения (однако формулы будут достаточ- 
но громоздкими). 

Из этого примера видно, что интеграл с чисто мнимой фазой, 
рассмотренный в гл.4, может быть исследован и методом перевала, 
если подынтегральная функция аналитическая. 

Те нестрогие и, в общем-то незаконные (см. сноски в гл. 4), выводы 
формул приводили к правильным результатам, потому что их можно 
было сделать абсолютно корректными, переходя на комплексную плос- 
кость так, как это сделано на приведенном здесь простом примере. 
Более интересный и существенный пример будет рассмотрен в сле- 
дующем параграфе. 
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§ 20. Асимптотика функции Эйри 


Уравнение Эйри 7 
du 
— —su=0 (20.1) 
dx 
играет в различных приложениях такую же значительную роль, как 
и уравнение Бесселя, рассмотренное в гл. 4. !) 


Покажем, что функция 


u(x) = ] exp(izt +if)at (20.2) 


является решением уравнения (20.1). 

Интеграл (20.2) рассматривается как несобственный интеграл Ри- 
мана, и сходимость этого интеграла не сразу очевидна (стоит отметить, 
что этот интеграл, рассматриваемый как интеграл Лебега, расходится, 
поскольку | exp (#2 + it?/3)| = 1). Более того, интеграл (20.2) не до- 
пускает формального дифференцирования под знаком интеграла. 

Чтобы было удобнее исследовать интеграл (20.2), следует изменить 
контур интегрирования, считая, что интегрирование происходило вдоль 
вещественной оси. Сдвинем контур в верхнюю часть комплексной 
плоскости, рассмотрев интеграл по прямой Эт 2 = 7 > 0, параллельной 
вещественной прямой. Значение и сходимость интеграла при этом не 
изменятся. 

Чтобы убедиться в этом, рассмотрим следующий рисунок. 


Эт2 


7 


Rez 
—№ R, 


Рис. 11. Контур интегрирования 


') На самом деле уравнение Эйри сводится к уравнению Бесселя, но с неце- 
1 
лым индексом 5. Однако дело не в том, что индекс не является целым, 


для любого индекса имеется интегральное представление, похожее на пред- 
ставление (19.5). Главная трудность состоит в том, что замена независимой 
переменной, сводящая уравнение Эйри к уравнению Бесселя, является ком- 
плекснозначной. Поэтому требуется изучить асимптотику функций Бесселя 
для комплексных значений х, что является более трудной задачей. 
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Согласно интегральной теореме Коши при y > 0 


Ry 4 —Rity 3 
| ехр(1+15)4 = | exp(irz +i) dz+ 
—№ —№ 
В+ № 
. . 2 . . 2 
= exp(iez +} =) dz + | exp(izz +2 =) dz. 
—Ri+yi В+ 


Интегралы по отрезкам [-В!; —В! + yi] и [Ro + yi; Ro] стремятся 
к нулю при В! — co и Ry — со соответственно. Проверим это для 
второго интеграла, полагая z = Ro + in: 


№ yy 
3 13 
| exp (iaz +15. )а = [коб и +4 ИА) < 
Юя 0 
| (in)? 
ar i( Rin 4+ WL 
<| exp( an + i( Rein + 3 "< 


t 3 
< exp (lz!) [fexp(-Rin +> )dn < 
0 


1 з 
< в exp(le| + т) —0 при В? > с. 


Аналогично легко проверяется, что стремится к нулю интеграл по 
отрезку [-Ё1; —В! + yi]. Следовательно, 


№ < В+ 3 
| exp(iet +i 5) dt - | exp(irz +1 5) dz +0 
—А —Ю + 


при В! > co, Ry > сю. 


Подынтегральная функция во втором интеграле очень быстро стре- 
мится к нулю на бесконечности. Действительно, при 2 = € + ty и ве- 
щественном & 


exp(izz +i 5) = exp (ia(é +7) +i (Е +) 7 


= ехр(-27 - @у+ т). 
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Поэтому второй интеграл от —со до со абсолютно сходится, и ин- 
теграл (20.2) принимает вид 


+00+7i 
A . 2 
u(x) = | exp(iez +1 =) az. (20.3) 
—oo+7it 


Более того, интеграл из (20.3) можно неограниченное число раз диф- 
ференцировать по параметру под знаком интеграла. Поэтому 


@ +o0+7i 3 
th a 2 i “ica = 
we | = exp(iez +1 3 ) dz 
—09+7% 
+00+7i 3 
= | (x — (2 +2)) exp(ixz +1 5) 42 = 
—oo+yi 
+0047 3 
=zu(x) -i | dexp(iez +i 5) = ru(z). 
—oo+7i 


Итак, мы выяснили, что u(r), определенная формулой (20.3), яв- 
ляется решением уравнения (20.1), и предстоит найти ее асимптотику 
при || — со. Эта асимптотика имеет совершенно различный характер 
при © — +00 и при т > —o0. 

Рассмотрим сначала большие положительные значения т. Так же 
как и при исследовании Г-функции в гл. 3, удобно сначала преобразо- 
вать подынтегральное выражение так, чтобы оба слагаемых в показа- 
теле экспоненты имели одинаковыый порядок относительно большого 
параметра г. 

После замены переменной t = ¢\/z получаем равенство 


i? 3 3 
u(x) = т? | ехр (= ( + $)) ас. (20.4) 
Если обозначить 23/? = Л и записать u(x) = х!/25(Л), то интеграл 
3 
v(A) = | exp (a(c + $)) dc (20.5) 


по внешнему виду вполне напоминает интеграл, изученный в $ 13. Ero 
фаза равна © + (3/3, и ее производная 1 + (? нигде не равна нулю. 
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Так же как в $13, интегрированием по частям легко убедиться в 
том, что %(Л) стремится к нулю при A > со быстрее любой степени X. !) 

Но такой информации недостаточно, если требуется оценить произ- 
ведение функции U(A) на какую-нибудь функцию, быстро стремящуюся 
к бесконечности при Л —+ со. Желательно иметь явное выражение для 
главного члена асимптотики, а еще лучше — все асимптотическое 
разложение. 

Для функции v(A) это нетрудно сделать методом перевала. Надо 
рассматривать показатель h(C) = i(¢ + (3/3) как функцию комплексной 
переменной (. Ее стационарные точки, т.е. точки, где h’(¢) = 0, — sto i 
и —t. Следовательно, надо сместить контур интегрирования так, чтобы 
он прошел через одну из этих точек или через обе точки. 

Так как Re(h(i)) = —2/3, а Re(h(-i)) = 2/3, то ясно, что надо 
провести контур через точку #. Согласно общему правилу угол поворота 
от вещественной прямой до касательной к пути интегрирования равен 
arg \/—h" (i). В данном случае №" (+) = —2, следовательно, путь должен 
проходить через точку 7 по направлению вещественной оси. 

Проще всего провести весь путь вдоль прямой параллельно веще- 
ственной оси, т.е. короче говоря, сделать в интеграле (20.5) замену 
¢=€+i. Тогда 


v(A) = i exp (ia(e rig (e+i) «т ag = 


К этому интегралу уже можно применить метод Лапласа из 
$11 либо заменяя независимую переменную & на о так, чтобы 
+5 =-°, 
члена разложения не зависит при этом от слагаемого 13/3. В соответ- 
ствии с формулой (11.5) 


либо воспользовавшись замечанием 1. Вид главного 


od) = Те 1+00-1)). 


') То обстоятельство, что интеграл несобственный, не является существен- 
ным препятствием, так как обоснование легко получить небольшим перемеще- 
нием пути интегрирования в верхнюю полуплоскость комплексной плоскости, 
как это было проделано выше. 
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Следовательно, заменяя Л на 23/2, из формулы (20.4) получаем асимп- 
тотику 


u(z) = exp(-32!)2°# Va (1 $ 0(=—*)), зо. — 4008) 


Таким образом, получено точное выражение быстро убывающего 
члена асимптотики функции u(x). Более того, можно точно вычислить 
все члены ее асимптотического разложения. Это, однако, как и в слу- 
чае функции Бесселя, довольно громоздкая операция. 

В гл. 6 будет показан очень простой способ вычисления следующих 
членов асимптотики. 

А сейчас перейдем к изучению асимптотики функции u(r) при г — 
>. —00, 

Обозначим —т = у и сделаем замену переменной t = С/у в инте- 
грале (20.2): 


со 


u(z)=y'? | exp (w” (- $)) dt. 


—со 


Снова обозначим 93/2 = Л: 


3 
Теперь фаза (- 5) имеет стационарные точки С = 1 и ¢ = -1. 
Асимптотику интеграла %(Л) можно найти методом стационарной фазы, 
как это сделано в гл. 4, либо применить метод перевала, продеформиро- 
вав контур так, как это сделано в предыдущем параграфе для функции 
Бесселя. 

Не проводя на этот раз подробных вычислений, выпишем оконча- 
тельный результат: 

at 2,3 2 _3 
u(x) =2УТ |x|" * cos зе -F (1+ O(|z|~2)), 2+ —ою. (20.7) 

Итак, закончено построение главных членов асимптотики Ha бес- 
конечности функции (20.2) — решения уравнения Эйри (20.1). Это 
единственное (конечно, с точностью до постоянного множителя) реше- 
ние уравнения Эйри, которое стремится к нулю при x — +00. 


Более подробно о таких решениях для целого класса линейных 
уравнений второго порядка будет рассказано в следующей главе. 
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Для функции 


со 
1 зы : et 
im u(x) = in | exp(iat +i 5)4 


—со 


принято обозначение А! (x). Ее график помещен на рис. 12. 


Рис. 12. А! (т) 


Решения уравнения Эйри (20.1) — это, конечно, аналитические 
функции для всех комплексных значений т. Их асимптотика на ком- 
плексной плоскости не очень простая и весьма интересная. Она играет 
важную роль в теории дифракции волн. !) 

Здесь рассмотрено поведение решения только для вещественных 
значений т. И в этом случае, как видно из графика, решения уравнения 
Эйри описывают асимптотический переход от колебательного процесса 
к быстро затухающему. Так, например, описывается переход от света 
к тени для световых волн. 


1) См., например: Бабич В. М., Булдырев В.С. Асимптотические методы 
в задачах дифракции коротких волн. — M., 1972. 


Глава 6 


АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
НА БЕСКОНЕЧНОСТИ 


$21. Постановка задачи 


В этой главе будет рассмотрено поведение решений уравнений 
—; + p(t) +а(/и=0 (21.1) 


при t > со, если известно поведение коэффициентов на бесконечности. 
Пусть, например, p(t) = 0, g(t) = 1, т.е. уравнение (21.1) имеет вид 


ии = 0. 


Тогда, как известно, уравнение имеет два линейно независимых ре- 
шения: ей ие-й Теперь предположим, что p(t) > 0, a g(t) > 1 при 
t — oo. Верно ли, что при этих условиях справедливо естественное 
предположение: 

А) уравнение (21.1) имеет два линейно независимых решения, одно 
из которых на бесконечности эквивалентно ей, а другое — e~**? 

Оказывается, что, вообще говоря, это неверно. Например, все ре- 
шения уравнения 


Фи аи a 
tt qtu=o (21.2) 
стремятся к нулю при $ >05; это уравнение имеет два решения, 
которые при $ —+ со эквивалентны A и м. 
А асимптотика решений уравнения 
Фи 1 
rt (1+5) и=0 (21.3) 


при t — со имеет еще более сложный характер. 
Уравнения, подобные уравнениям (21.2) и (21.3), также будут ис- 
следованы ниже. 
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Но оказывается, что при достаточно быстром стремлении коэф- 
фициентов p(t) и g(t) при t > co к нулю и единице соответственно 
предположение (А) справедливо. Доказательству этого утверждения 
посвящены два следующих параграфа. 


§ 22. Ограниченные колеблющиеся решения 


Рассмотрим уравнение 
=z ta(t)u=0, (22.1) 


где q(t) Е C[T; 00), g(t) + 1 при t — oo. Более того, будем предпола- 
гать, что при t — со справедливо асимптотическое разложение 


t) 214+ ть. (22.2) 
k=2 


Учитывая это разложение, нетрудно построить формальные ряды, 
которые на бесконечности ведут себя приблизительно как e или e~** 
и формально удовлетворяют уравнению (22.1). Будем искать такой ряд 
в виде 


co 
a= elt > сё. (22.3) 
k=0 


Так как решение однородного уравнения (22.1) после умножения на 
постоянную снова остается решением этого уравнения, то постоянную 
co # 0 можно выбрать произвольно. Будем считать, что 


a =1. (22.4) 


Подставим ряд (22.3) в уравнение (22.1), где g(t) заменим рядом 
(22.2). После сокращения на ей получается формальное равенство 


co co со co 
— Seat * + (—b)cut #1 + SO elk + Пе? + SO ext + 
k=0 k=0 k=0 k=0 
со со 
+ (> at") (x а“) = 0. 
k=?) k=0 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях &, получаем 
рекуррентную систему уравнений: 
0 = —2%с1 + 926, 
0 = — 412 + 2c; + goci + 430%, 


k-1 
0 = 2% вск + k(k— lexi + Усы; =0, b> 0. 
j=0 
Из этих соотношений последовательно определяются все ск. 

Тем самым построен ряд (22.3). Вообще говоря, этот ряд расходит- 
ся, но можно хотя бы ожидать, что он является асимптотическим (при 
{ — 00) рядом для какого-нибудь решения уравнения (22.1). Настоя- 
щий параграф и будет посвящен доказательству этого факта. 


Теорема 22.1. Существует решение u(t) уравнения (22.1), ко- 
торое при t > со разлагается в асимптотический ряд (22.3), где 
коэффициенты сь определяются соотношениями (22.4), (22.5). Это 
означает, что 


n 
Уп>0  u(t)—e* So ext * =O"), Е о. (22.6) 
k=0 


Доказательство теоремы будет дано позднее, а сейчас про- 
верим, что ряд (22.3) является асимптотическим решением уравне- 
ния (22.1) при t > со. Это означает, что частичная сумма ряда (22.3) 


Я. (0 = e* Усы * (22.7) 
k=0 


приближенно удовлетворяет уравнению. Более точно: Vn 
Liin(t) = O(t-"7*). (22.8) 


Здесь и далее используется обозначение 
@u 
Iu=—+4(t)u. 
че +9) 


Действительно, при подстановке всего ряда (22.3) в уравнение 
(22.1) обращаются в нуль коэффициенты при всех степенях $. А отсут- 
ствующие в и„(#) члены 


ей (спал " 1 ap Expt? + м) 


после подстановки в оператор L образуют степени с показателем, не 
превышающим (—n - 2). 
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Соотношение (22.8) будет использовано в дальнейшем. А предвари- 
тельно докажем две несложные леммы. 


Лемма 22.1. Пусть функция f(t) = O(t-") при & > ©, т> 1, 
f(t) € C[T; оо). Тогда уравнение 


“ии = (22.9) 


имеет при t > Т единственное решение порядка О(Ё"+!) и для 
этого решения справедлива формула 


со 


u(t) = | sin (s —t)f(s) ds. (22.10) 


t 


Доказательство. Из условий, наложенных Ha функцию f(t), 
вытекает, что интеграл (22.10) и интегралы, полученные после его 
однократного и двукратного дифференцирования, равномерно сходят- 
ся. Проверка показывает, что функция (22.10) удовлетворяет уравне- 
нию (22.9): 


u(t) =- | cos (s — t) f(s) ds, 
u"(t) = f= | sin(s 1) f(s) ds = f(t) - u(t. 


t 


Легко получить и требуемую оценку функции (22.10): 


u(t)| < | |f(s)|ds <М = Мот 0 при t > со. 
г-1 
t р 


Решение уравнения (22.9), которое стремится к нулю при t > со, 
очевидно, единственно, так как разность двух таких решений — это 
стремящееся к нулю решение однородного уравнения: =” + z = 0. Так 
как общее решение этого уравнения Сей + Сье-й не стремится к ну- 
лю, если |С\| + |С?| > 0, то2=0. у 


Лемма 22.2. Пусть функция f(t) удовлетворяет условиям лем- 
мы 22.1, а функция h(t) Е С[Т; оо), h(t) = O(t-*) при t + о, а> 1. 
Тогда уравнение 


Фи ag 
gz +1 -hOl= 70 (22.11) 


имеет при t > Т единственное решение порядка O(t-"*!). 
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Доказательство. Перепишем уравнение (22.11) в виде 
— tu=f(t)+h(t)u (22.12) 


и применим к нему лемму 22.1, считая правую часть этого уравнения 
заданной функцией. В результате получаем равенство 
со 
u(t) = | sin ($ — t)(f(s) + h(s)u(s)) ds. (22.13) 


t 


Прежде всего надо убедиться в TOM, что дифференциальное урав- 
нение (22.12) и интегральное уравнение (22.13) эквивалентны при 


условии 
u(t) = О(Е" +"). (22.14) 


Если функция u(t) удовлетворяет условию (22.14) и справедливо 
равенство (22.12), то его правая часть 


f(t) + h(t)u(t) = O(t-") + O(t-%) -O(t-7*!) = О(Г”. 


Поэтому, согласно лемме 22.1, справедливо равенство (22.13). 
Обратно, если функция u(t) удовлетворяет условию (22.14) и инте- 
гральному уравнению (22.13), то подынтегральное выражение 


f(s) + A(s)u(s) = O(s~") + O(s~%) - О(з-" +1) = O(s~*). 


Следовательно, согласно той же лемме, справедливо равенство (22.12). 

Итак, осталось доказать однозначную разрешимость интегрально- 
го уравнения (22.13) при выполнении условия (22.14). Сначала бу- 
дем рассматривать лишь значения t > 7 для некоторого достаточно 
‚большого числа ^у и докажем существование единственного решения 
уравнения (22.13) методом сжимающих отображений. 

В качестве банахова пространства В., рассмотрим множество функ- 
ций u(t), непрерывных при t > 7 с нормой 


||| = sup |u(é)|e"-”. 
{27 
Нетрудно убедиться в том, что это пространство полное и ему принад- 


лежат те и только те непрерывные функции, для которых выполнено 
условие (22.14). При этом 


[u(e)| < Ш" 
Уравнение (22.13) перепишем в операторном виде 


u=Gu+F или (I-G)u=F, (22.15) 
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где линейный оператор G, действующий из В. в В., определен фор- 


мулой И 


Си = | № (3) sin (s — t) -5(3) ds, 
t 
а правая часть 


F(t) = | sin (s — t) f(s) ds € B,, 
так как 


r-1 


оо 
|F(t)| < | Ms~" ds = Морин, 
t 


Проверим, что при достаточно большом y оператор G имеет норму 
меньше |. Действительно, 


со 


|Gu(t)| < | |h(s)v(s)| ds < | Ms~*|lul|s~"+! ds = 
t 


t 


1-а 1-а 
а а 


а+т-2 a+r-2° 

Следовательно, 
oi 
Поет < lol MA = so. 
M 
где В = —————__ < | при достаточно большом 7, т.е. ||| < 
(a+r —2)7 

<B<l 


Итак, оператор С имеет норму меньше 1, поэтому уравнение (22.15) 
имеет единственное решение при t > 7. Следовательно, и уравне- 
ние (22.11) имеет при # > 7 единственное решение, удовлетворяю- 
щее условию (22.14). Это решение естественно единственным обра- 
зом продолжается на отрезок [Т;7] как решение задачи Коши для 
уравнения (22.11) с начальными данными в точке 7, что и завершает 
доказательство леммы. У 

Теперь можно приступить к обоснованию асимптотики. 

Доказательство теоремы 22.1. Осталось показать, что 
существует решение уравнения (22.1), которое разлагается в постро- 
енный выше формальный ряд (22.3). Для этого рассмотрим частичную 
сумму й»(1) ряда (22.7). Как отмечено выше, 
fun 4 


Lii,(t) = +(1—A(é))un = Yn(t) = o(t-"-). 
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Функция h(t) = 1 — q(t) = O(t-?). Согласно лемме 22.2 существует 
решение v,,(t) уравнения 


у» 


+ (1 —A(t))on = фт (0, 


такое что 
Un(t) = O(t-"“'). 


Поэтому их разность wW,(t) = %p(t) — un(t) удовлетворяет уравнению 
(22.1), причем wp(t) = @n(t) + O(t-"-!). Тем самым доказательство 
теоремы было бы завершено, если бы функция w,(t) не зависела от п. 
В этом довольно легко убедиться, опираясь опять-таки на лемму 22.2. 

Действительно, функция 2. (#) = ш»(1) — Wn41(t) также удовлетво- 


2 
ряет однородному уравнению > + [1 - A(t)]zn = 0, причем 


n n+l 
Zn = eit Yo cat* — Un(t) — (= УЕ * - в) = 
k=0 k=0 


= —e eng t 7! — Un(t) + Ungi(t) = o(t-*"'). 


Согласно лемме 22.2 решение однородного уравнения, которое так 
быстро стремится к нулю при t —+ со, тождественно равно нулю. Сле- 
довательно, ши 1(ё) = и» (1) = u(t), чем и завершается доказательство 
теоремы. У 

Равенство (22.6) означает существование решения и1(#) уравнения 
(22.1), такого что 


со 
u(t) ей У‘ее", t— с, 
=0 


где ск — решение выписанной выше рекуррентной системы (22.5). 
Точно так же можно найти и другое решение ‘из(#), которое имеет 
асимптотическое разложение 


со 


u(t) Fe" Sat *, tc, ®=1. 


Рекуррентная система, которой должны удовлетворять коэффици- 
енты бк, чтобы выписанный ряд хотя бы формально удовлетворял урав- 
нению (22.1), аналогична системе (22.5). Дальнейшее доказательство 
тоже вполне аналогично проведенному выше для функции 1 (#). 

Решения u(t) и u(t), очевидно, линейно независимы, так что 
общее решение уравнения (22.1) имеет вид Сиш(#) + Cou2(t). Если 
q(t) вещественно, то коэффициенты Cy комплексно-сопряжены коэффи- 
циентам сх. 
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$ 23. Уравнения с экспоненциально растущими 
и с экспоненциально быстро стремящимися к нулю 
решениями 


В этом параграфе рассмотрим дифференциальное уравнение 


Фи 

— —q(t)u=0, 23.1 

чт att (23.1) 
где q(t) Е C[T; оо), g(t) > 1 при t > oo. Kak и в предыдущем случае, 
будем предполагать, что при t > со справедливо асимптотическое раз- 
ложение 


a(t) = 1+ Ук *. (23.2) 
k=2 


Поведение решений уравнения (23.1) совершенно непохоже Ha изу- 


ченное выше поведение решений уравнения (22.1). 
2 


Действительно, если g(t) = 1, то уравнение (23.1) имеет вид = - 


—u=0 u ero общее решение — Сие! + Coe~*. Только одно решение 
этого уравнения (с точностью до постоянного множителя) ограничено 
и даже быстро стремится к нулю при t — со. Все остальные решения 
быстро стремятся к со или к —с0. 

Оказывается, так же обстоит дело и с уравнением (23.1). Асимп- 
тотику решения этого уравнения, которое быстро стремится к нулю 
при t — 00, можно построить и обосновать тем же путем, который был 
проведен в предыдущем параграфе. 

Для этого сначала построим формальный ряд, который на бесконеч- 
ности ведет себя приблизительно как е`* и формально удовлетворяет 
уравнению (23.1). Будем искать такой ряд в виде 


со 
t=et> et. (23.3) 
=0 
Снова будем считать, что 


=. (23.4) 


Подставим ряд (23.3) в уравнение (23.1), где g(t) заменим рядом 
(23.2). После сокращения на e~* получается формальное равенство 


со co oo со 
Do cut — 20 (-Юекг* + УВЕ + Пе" *-? — SO ext * - 
k=0 k=0 k=0 k=0 

co 


> (doar) (Sar) =0. 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях &, получаем 
рекуррентную систему уравнений: 


0 = 2c; — 920%, 
0 = 42 + 2с1 — 42с1 — 430, 
Е LEE аи (23.5) 
k-1 
0 = 2Кск + k(k = Иск = Yoejaeri-j =0, k>0. 
j=0 
Из этих соотношений последовательно определяются все ск. 
Тем самым построен ряд (23.3). Дальнейшее исследование повто- 
ряет то, что было сделано в предыдущем параграфе, с тем отличием, 
что во всех оценках должен присутствовать весовой множитель е-*. 


Теорема 23.1. Существует решение u(t) уравнения (23.1), ко- 
mopoe при t + со разлагается в асимптотический ряд (23.3), где 
коэффициенты сь определяются соотношениями (23.4), (23.5). Это 
означает, что 


Уп>0  u(t)—e* oct *=O(e tt), too. — (23.6) 
k=0 


Аналогично предыдущему, ряд (23.3) является асимптотическим 
решением уравнения (23.1) при t > oo: 


ий, (6 = О(е-Ч-"-?) Уп. (23.7) 


Здесь и далее используется обозначение 


о. @u 
Lue a7 q(t)u. 
Лемма 23.1. Пусть функция f(t) = O(e-*t-") nput > со, r> 1, 
f(t) € C[T; оо). Тогда уравнение 
@u 
ae f(t) (23.8) 
имеет при t > T единственное решение порядка O(e~*t-"*!) и для 
этого решения справедлива формула 
со 
u(t) = | sis — t)f(s) ds. (23.9) 


t 


Доказательство. Из условий, наложенных Ha функцию f(t), 
вытекает, что интеграл (23.9) и интегралы, полученные после его 
однократного и двукратного дифференцирования, равномерно сходят- 
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ся. Проверка показывает, что функция (23.9) удовлетворяет уравне- 
нию (23.8): 


со 


w(t) =- | ch(s — t)f(s) ds, 


t 
u"(t) = 0) + | sh(s- 1) f(s) ds = f(t) + u(t). 
t 
Легко получить и требуемую оценку функции (23.9): 


со со 
ju(t)| < | e**| f(s)|ds < Ме* | s"ds=e ри rel 
t t e 
Решение уравнения (23.8), которое не превосходит Me~tt-"+!, 
единственно, так как разность двух таких решений — это решение 
однородного уравнения: 2” — 2 = 0. Общее решение этого уравне- 
ния Се’ + Coe? не может стремиться к нулю так быстро, если 
|C\| + [С?]| > 0. Следовательно, 2 =0. У 
Лемма 23.2. ne. функция f(t) роте Ya условиям лем- 
мы 22.1, а функция h(t) Е C[T; оо), h(t) = O(t-*) при t + 00, a> 1. 
Тогда уравнение 


г —[1+h(t)]u = f(t) (23.10) 


имеет при t > T единственное решение порядка O(e~*t-"+!). 
Доказательство. Перепишем уравнение (23.10) в виде 
2 
a —u=f(t) +h(tu (23.11) 
и применим к нему лемму 23.1, считая правую часть этого уравнения 
заданной функцией. В результате получаем равенство 


u(t) = fon (s — t)(f(s) + h(s)u(s)) ds. (23.12) 


Прежде всего надо убедиться в TOM, что дифференциальное ypaB- 
нение (23.11) и интегральное уравнение (23.12) эквивалентны при 


условии 
u(t) = O(e7*t-"*!), (23.13) 


Если функция u(t) удовлетворяет условию (23.13) и уравнению 
(23.11), то его правая часть 


f(t) + h(t)u(t) = О(е-Ч=") + O(t-%) - О(е-Ч-"Н) = О(е-Ч-"). 


Поэтому, согласно лемме 23.1, справедливо равенство (23.12). 
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Обратно, если функция u(t) удовлетворяет условию (23.13) и инте- 
гральному уравнению (23.12), то подынтегральное выражение 


f(s) + h(s)u(s) = O(e~8s~") + 0(3—“) - О(е7*7"+1) = О(е-*87"). 


Следовательно, согласно той же лемме, справедливо равенство (23.11). 

Итак, осталось доказать однозначную разрешимость интегрального 
уравнения (23.12) при выполнении условия (23.13). 

Сначала будем рассматривать лишь значения # > y для некоторого 
достаточно большого числа Y и докажем существование единственного 
решения уравнения (23.12). 

В качестве банахова пространства В., рассмотрим множество функ- 
ций u(t), непрерывных при t > 7 с нормой 


|] = sup м(8[е\”-". 
#27 


Нетрудно убедиться в том, что это пространство полное и ему принад- 
лежат те и только те непрерывные функции, для которых выполнено 
условие (23.13). При этом 


(В) < ше". 
Уравнение (23.12) перепишем в операторном виде: 
и = Си+ Е или (1 - С)и =Е, (23.14) 


где линейный оператор, действующий из B, в B,, определен формулой 
со 
би = | h(s) sh (8—1) - v(s) ds, 
t 
а правая часть 


F(t)= | sh(s— t)f(s) ds € By, 
t 


так как 


co 
|F(t)| < | Me*te~Ss-" ds = tit ert, 
р 


Проверим, что при некотором большом 7 оператор G имеет норму 
меньше 1. Действительно, 


со co 
|Gu(t)| < | |h(s)e**v(s)| ds < [ Ms-te*]uljen*sT# ds ze 
t t 
МЕ 
а+т-2 


М 


10+"? 


= = _ 23 = М. 1-а 
=e ula = ее". Зее. 
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Следовательно, 
ое < [ol A = alo 
M 
a RT ST | ‚т.е. < 
где В = 2 < 1 при достаточно большом 7, т.е. |С||<В< 
< 1. 


Итак, оператор С' имеет норму меньше 1, поэтому уравнение (23.14) 
имеет единственное решение при &# > y. Следовательно, и уравне- 
ние (23.10) имеет при t > 7 единственное решение, удовлетворяющее 
условию (23.13). 

Как и в предыдущем параграфе, решение единственным образом 
продолжается на отрезок [Т;7] как решение задачи Коши. Лемма 
доказана. У 

Доказательство теоремы 23.1. Рассмотрим #„(#) — ча- 
стичную сумму ряда (23.3). Как отмечено выше, 


— (1+R(t))un = фи (0 = O(e't”), 


где функция h(t) = AG ) — | в силу условия (23.2) удовлетворяет соотно- 
шению h(t) = О(Е?), t > со. Согласно лемме 23.2 существует решение 
Un(t) уравнения 


un 

7 — (1+1) = gn(t), 

dt 

такое что Upn(t) = O(e~*t-"~!). Поэтому разность wp(t) = Gn(t) — Un(t) 
удовлетворяет уравнению (23.1), причем ши (#) = #„(#) + O(e~*t-"—!). 

Далее опять-таки надо показать, что функция и» () не зависит от п. 
Действительно, функция 2.(#) = wn(t) — ши 1 (1) также удовлетворяет 
однородному уравнению 


fm 11+ AQ) (t)lzn = 0, 
dt? 


причем 


n+l 
oer ® y(t) — (. thet — Unt! @)- 


= его" — Ualt) + Ung ( = Ole“), 


Согласно лемме 23.2 решение однородного уравнения, которое так 
быстро стремится к нулю при t > со, тождественно равно нулю. Сле- 
довательно, Wn41(t) = w(t) = u(t), чем и завершается доказательство 
теоремы. У 
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Равенство (23.6) означает существование решения uj(t) уравнения 
(23.1), такого что 


u(t) Не" So cxt*, Е, (23.15) 
k=0 


где с, — решение выписанной выше рекуррентной системы (23.5). 

Асимптотическое разложение другого решения, линейно независи- 
мого с и1(#), таким способом найти не удастся. Точнее, формальный 
асимптотический ряд вида 


Soe t* (23.16) 
=0 


выписать легко. Коэффициенты сх находятся из рекуррентной системы 
так же легко, как и коэффициенты сх. Но дальнейшее доказательство 
тем же способом не проходит, так как формула для решения, анало- 
гичная формуле (23.9) с заменой e~* на е", не имеет смысла. 

Для построения асимптотики другого решения воспользуемся про- 
стым способом понижения порядка уравнения. 

Пусть wu; (#) — построенное выше решение уравнения (23.1) с асимп- 
тотикой ss 


Сделаем замену неизвестной функции u(t) = u)(t)V(t). После под- 
становки в уравнение (23.1) получаем соотношение wu) (t)V(t) + 


t 
+ 2u\V'(t) = 0, откуда V(t) = Jur dr. Постоянную to можно взять 
to 


настолько большой, чтобы u(t) > 0 при t > to. Это возможно ввиду 
асимптотического разложения (23.15) функции и 1 (#). 

Для любого фиксированного натурального п представим и1(#) как 
е "(1 +т»(1)), где 


r= Sat +pn(t), ры = O(t-*"'). 
k= 


Пусть t; > Ю таково, что |". (| < р при t > #. Тогда 


th t t 
— [.,-2 -2 = 2т 1 
V(t) = (т) ala? (т) ni aan dr. 


Разложим функцию в ряд при г» > 0 и заменим 


1 
(1+ 1a(r))? 
rn(t) ее выражением через сумму степеней # и остаточного 


4 А.М. Ильин, А.Р. Данилин 
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члена р»(#). В результате получим следующее выражение для V(t): 
t 


V(t) =C+ Jer (1 + Saar + г) 


t k=1 


где 4х — некоторые постоянные, a о„(т) = О(т-"-). 
t 
Каждый из интегралов | rar dr легко разложить в асимпто- 


ty 
тический ряд при & — со, проводя последовательно интегрирование 


по частям наподобие того, как это показано в гл.1. В результате 
получается асимптотическое представление 


Vinme (Les ot tun(d), вы = 06". 
k=1 


Умножая это выражение на асимптотическое представление реше- 
ния 1 (#), получаем (в силу произвольности п) окончательное асимп- 
тотическое разложение второго решения уравнения (23.1) 


со 
u(t) Set Ye ot, to. 
=0 


Коэффициенты 9х получены очень длинными и громоздкими вычис- 
лениями. Спрашивается, какое они имеют отношение к коэффициен- 
там ск формального разложения (23.16)? Коэффициенты сх получаются 
из рекуррентной системы, аналогичной системе (23.5). Без ограни- 
чения общности можно считать, что go = 1. Оказывается, что тогда 
все дк = бк. 

Действительно, поскольку функция up(t) разлагается в асимптоти- 
ческий ряд при t -+ со, то из уравнения (23.1) следует, что в такой 
же ряд разлагается и uy(t). Так как интегрирование асимптотического 
ряда законно, то отсюда следует, что в данном случае асимптотический 
ряд для из(#) можно почленно дифференцировать. Отсюда вытекает, 
что коэффициенты 9, удовлетворяют той же рекуррентной системе, 
что и коэффициенты Cz. Так как решения этой системы определяются 
однозначно после того, как выбрано значение Co, то, следовательно, все 
Gk = Ck. 

Итак, окончательный вывод следующий: уравнение (23.1) имеет 
два линейно независимых решения, которые при t —» со разлагаются 
в асимптотические ряды 


co со 
u(t) Зе* Yat, o=1, up(t) = eat, @ =1. 
k=0 k=0 
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Коэффициенты ск и бк вычисляются из рекуррентных систем, получен- 
ных формальной подстановкой этих рядов в уравнение. 


Замечание. Асимптотика решений уравнений (22.1) и (23.1) 
была получена в предположении, что коэффициент g(t) = 1 + O(t-?). 
То обстоятельство, что предел коэффициента g(t) при t — со равен 
единице, конечно, не играет никакой роли, важно лишь то, что он 
не равен нулю. Если q(t) = а? + O(t-), то замена независимой пе- 
ременной т = at сводит такую задачу к случаю 4(т) = 1 + О(т-?). 
Тогда главный член асимптотики решения имеет вид exp(+tiat) или 
exp (-tat) в зависимости от того, какое из уравнений (22.1) или (23.1) 
рассматривается. Остальные формальные построения и доказательства 
не изменяются. 


Более существенное отличие состоит в скорости стремления ко- 
эффициента g(t) к пределу. Как отмечено в $21, в случае g(t) = 
= 1+ O(t"') асимптотика решения имеет совсем другой характер. 
Между тем, при доказательстве лемм предполагалось лишь, что 
q(t) = 1+ O(t-*), а > 1. Если при этом коэффициент q(t) имеет 
асимптотическое разложение с точностью до любой (или достаточно 
большой) степени t~! и можно построить формальное асимптотическое 
разложение решения, то все доказательство целиком переносится и на 
этот случай: существуют настоящие решения уравнения, обладающие 
построенными формально асимптотиками. 

Что касается более общего уравнения (21.1), то приведенные выше 
построения и доказательства к нему неприменимы. Однако исследова- 
ние широкого класса уравнений сводится к уравнениям, рассмотрен- 
ным в этом параграфе, с помощью довольно простых преобразований. 
Об этом будет идти речь в следующем параграфе. 


$ 24. Общее линейное уравнение второго порядка. 
Преобразования Лиувилля. Примеры 


Вернемся к исследованию уравмемия (21.1). Существуют две до- 
вольно простые замены, называемые преобразованиями Лиувилля, ко- 
торые часто приводят уравнение (21.1) к одному из уравнений, (22.1) 
или (23.1). 

Первое преобразование приводит уравнение 


@u 
ae 
к уравнению, в котором ах при первой производной равен 


нулю. Это замена неизвестной функции u(t) = v(t)z(t), где v(t) — 
новая неизвестная функция, а фиксированную функцию z(t) надо подо- 


+ v(t) ae q(t)u = (24.1) 


4* 
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брать. Подставляя в уравнение (24.1) u(t) = v(t)z(t), z(t) 0, получаем 
уравнение 


4 2'(t) z(t), 2(t)\ _ 
E+ (ny +220) = + a(t) + P(t) Fy + HH v=0 

Таким образом, функцию 2(t) надо выбрать так, чтобы p(t) + 
+2 z(t) = 0. 

z(t 

Итак, первое преобразование Лиувилля имеет следующий вид: 


t 
u(t) = v(t) ex (-} | p(s) as). (24.2) 
to 
Второе преобразование превращает коэффициент g(t) в уравнении 
(24.1) в 1 или —1 в зависимости от знака q(t). Это преобразование 
независимой переменной s = s(t). После такой замены уравнение (24.1) 
превращается в уравнение 


(s eek e + + (p(t)s'(t) + s"() 9% 5 + a(t)u = 


Если положить (s’(t))? = |q(t)|, то в новом уравнении коэффициент при 
функции будет ме 1 или (-1). 

Таким образом, второе преобразование Лиувилля имеет следую- 
щий BAL: 


t 
= | dr. (24.3) 
to 


Правда, после второго преобразования коэффициент при первой 
производной, вообще говоря, будет отличен от нуля. Но можно прове- 
сти первое преобразование, после чего для широкого класса уравнений 
задача сведется к той, решение которой излагалось в предыдущих 
параграфах. 

Пример I. Начнем примеры с уравнения Бесселя, рассмотренного 
в $ 17: ы ; 

и, 1 4 п 
+79 +(1-5)u=0. 
dt? ot dt ? 


Здесь коэффициент p(t) = #'. Поэтому можно применить первое 
преобразование Лиувилля: 


t 
и = ею (- [= ar) =v? шеи hut972, 
1 


и = ИИ — v't73/2 + ut 8/2, 
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В результате уравнение приобретает вид 
dv п? — 1/4 
(1 = a) =0, 


изученный в $22. Согласно полученному там результату уравнение 
имеет два линейно независимых решения со следующими асимптоти- 


ками при t — со: 


co co 
v3 ей ¢ + Yat), Us = et ¢ + yar). 
о k=l 


Коэффициенты ск просто определяются из рекуррентной системы 
(22.5), которая в данном случае имеет вид 
—2ic; — (п? — 1/4) = 0, 
—2i . 20 — (п? — 1/4)с1 + 1 - 2c) = 0, 
—2i + Зсз — (п? — 1/4)co +2. 3co = 0, (24.4) 
i- (K+ ск — (п? — 1/4) ск + k(k + Иск = 0. 
Черта над коэффициентами ск означает комплексное сопряжение. 
Из системы (24.4) находим 
п 14 _ 1 1 1 
= = cay ("- 9) (n+ 5), 


q =o 

© aya ("* а-2)а= 
= Ева ("-2)("-3) (1+5) ("+5). 

сз ways (п? 1-6) = 
= copra (*-3)(*- 3) (*-3)(*+3)(*+2)(#-3) 
‘Maageaenees ^^ 
Lath) (24.5) 


(a-k)-(a-k+1)-....(@+k-1)= FET, 


коэффициенты Ck можно записать в следующем виде: 
= Г +1 + 
kk (—2i)*P(1/2+ n— bk) 
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Итак, общее решение уравнения Бесселя u(t) = Си (#) + Сэиз(#) 
имеет следующее асимптотическое разложение при t —+ со: 


it 


u(t) £0 (S (1 у Ха") + a(S (: + yar). (24.6) 
k=1 k=2 


Однако из этого общего вида совершенно неясно, какую асимпто- 
тику имеет конкретное решение, чему конкретно равны постоянные C} 
и Cy? Например, уравнение Бесселя имеет только одно (с точностью 
до постоянного множителя) решение, не имеющее особенности в нуле. 

Отметим, что функция Л(0) = 1, а прип>0 Л. (0) =0, Л. (1 = 
= t"/(2"n!) + o(t”). 

Другими словами, поведение решения уравнения Бесселя в ну- 
ле однозначно определяет выбор этого решения, и требуется точно 
определить его асимптотику на бесконечности (в данном примере это 
означает найти значения постоянных С! и С2). 

В общем виде такая задача называется задачей рассеяния. Для 
уравнения общего вида (21.1) такая задача, конечно, не имеет реше- 
ния в явном виде, так как изменение коэффициентов уравнения на 
конечном участке никак не влияет на характер асимптотики общего 
решения, а постоянные коэффициенты при двух линейно независимых 
решениях с разными асимптотиками при этом изменятся. Но для неко- 
торых конкретных уравнений задача рассеяния имеет явное решение. 
Для классических специальных функций, которые являются решения- 
ми линейных уравнений второго порядка, это следует из интегрального 
представления решений. 

Типичным примером являются как раз функции Бесселя. В гл. 4 
было показано, что функция 


Jn(t) = 5 | exp (йзшт — тт) dr 
—п 


является решением уравнения Бесселя и имеет следующую асимптоти- 
ку на бесконечности: 


№ = v2 cos (t пт - т) + O(t-9/), 


Tem самым решена задача рассеяния, связывающая поведение pe- 
шения в нуле и на бесконечности. Остальные члены асимптотического 
ряда легко получаются из выведенной выше формулы асимптотики 
общего решения. 
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Для того чтобы главный член асимптотики имел вид 


ее ("1 -=), 


необходимо и достаточно, чтобы в формуле (24.6) 


а = ен) @= тен, 


Таким образом, при t — co 


в [2 п (-1)* —F(1/2+n+ 2k) 
In(t) cos (t "9 DUS 2 (QkyIT(1/2+n—2k) 


о. (-1)* 1(3/2 +n + 2k) 
Vz sin (. пу т) _ хе (2k + П!Г(® — 2k - 1/2)° 


Пример II. Исходя из явного интегрального представления ре- 
шения выводятся и формулы задачи рассеяния для уравнения Эйри, 
которое рассматривалось в гл.5 и к которому в качестве примера мы 
снова вернемся. 

Итак, для получения асимптотики решений уравнений Эйри и” (#) — 


— tu = 0 применим второе преобразование Лиувилля $ = 2 
Уравнение приобретает вид 


2. 
an -1/2du = du 1 du 
ou 1, tu=0O или u=0 
та" dat + 38 ds 

(не надо забывать переходить к новой переменной в выражени- 
ях для коэффициентов!). Далее первое преобразование Лиувилля 


u(s) = s~'/6v(s) приводит уравнение Эйри к виду 


Чо. (1-525) =0. (24.7) 


Покажем, как относительно просто (особенно по сравнению с Me- 
тодом, указанным в предыдущей главе) получить полное асимптотиче- 
ское разложение решения, стремящегося к нулю при $ — со. 

Пусть v = e~*w. После подстановки в уравнение (24.7) получается 


уравнение 
Фи _9 dw + кои w=0 
43? ds — 368? у 


Выше доказано, что функция w(s) разлагается в асимптотиче- 


ский ряд 55 
= (1 + yas), 
k=l 
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а коэффициенты сх находятся из рекуррентной системы, которая полу- 
чается, если ряд подставить в уравнение и приравнять коэффициенты 
при одинаковых степенях 3. 

Система имеет — вид: 


2c; +5 = 0, 
В = 0, 
(24.8) 


2-(k+ Versi + ++ Vey = 0. 


Отсюда, с учетом формулы (24.5), получим 


og = = 15/640 Цви _ (5/6 +2) 
1736.2 Г(5/6-1.2° 7 3g?.2.0? 15/6 —2).2.2' ^’ 
Г(5/6 +k) 


~ (5/6 - К). №. 2*° 
Таким образом, 


%(5) = exp (—s (1 + > тет nO 8 00. 


Если перейти к первоначальной переменной # = (3s/2)?/3 то реше- 
ние уравнения Эйри, стремящееся к нулю при  — со, имеет следующее 
асимптотическое разложение: 


as (5/6 + k)3* 
u(t) = exp(- 38") (1 + >. Tee я. to. 


Такое решение единственно с точностью до постоянного множителя 
и поэтому однозначно определяется главным членом асимптотики. 
Как показано в предыдущей главе, асимптотика решения А1(#) 
уравнения Эйри, стремящегося к нулю на бесконечности, имеет сле- 
дующий вид: 
со 
Аа | exp (ite +i dg = 51 Е ехр(- 387) (1+0(1-9. 


—с 


Следовательно, полное асимптотическое разложение 


(4) 88 Г(5/6 + k)3* 
ны т exp(- 38) t и и) ae 
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Совершенно аналогично получается и асимптотика решений урав- 
нения Эйри при t > —oo. Для удобства вычислений можно заменить 
независимую переменную t = —т (тогда т — со), после чего уравнение 
приобретает вид: и”(т) + ти = 0. 

Преобразования s = 2 79/2 и = s~'/Sy(s), v = ew приводят к сле- 
дующему уравнению: 


dw . dw 5 
ae we ee 


Для коэффициентов dy асимптотического разложения 


w(s) = (1 + oe) 


получается и система уравнений: 


2, + > =0, 2-2di + За + 2dh =0, Pa 


w=0. 


которая аналогична системе (24.8). В результате получим 
— jt [5/6 +k) 
T(5/6 — k)-k!-2*’ 


as 73/2; Г(5/6 + k) 3k ik В 
a, “орт ‘(I * 3 4 T(5/6 — kyr ?FaFR )’ 7 


Таким образом, уравнение Эйри имеет два решения: u;(t) и u(t), 
обладающие следующими асимптотиками: 


if : Г(5/6 + k)3*i* 
ое ‘exp (j we) (1 +5) = а =). о 


=! 2 Г(5/6 + k)3*(—i)* 
us(t) = exp(—2 |e%) ¢ +e ea аа 


Общее решение имеет вид: Си (8) + Сэиз({), но из общего вида 
асимптотики непонятно, чему равны постоянные Cy и C2 для кон- 
кретного решения, которое стремится к нулю при t > со. В этом 
и состоит, в данном случае, задача рассеяния. Она фактически была 
решена в гл. 5 после исследования явного интегрального представления 
функции Ai(t). Здесь только показано, как легко искать все члены 
асимптотического разложения решения. 

Как показано в $20, главный член асимптотики этой функции — 


2/т |t|~ M4 сов (3 le[9/2 — +). Следовательно, 


С Vit exp( if). С; = Ут exp(i5), 
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и полная асимптотика функции Эйри при t + —со следующая: 


Ai(t) 82/1 cos Е 137 — лем х 


> | (2413/2 п\,-14 
кн 2a sin (1 у) x 


р 3 Г(5/6 + 2k + 1)3%**"(~1)* 

4 Г(5/6 — 2k — 1/4 (2 + 11 
Тем самым, для уравнения Эйри задача рассеяния полностью реше- 

на: для решения, экспоненциально быстро стремящегося к нулю на со, 

указана точная асимптотика на —oo. !) 


Пример Ш. Приведем еще один пример уравнения с быстро рас- 
тущим коэффициентом: 
2 
au, osh2t-u=0. (24.9) 
dt 
Второе преобразование Лиувилля удобно делать не стандартным 
образом ((s/(t))? = 23624), так как в этом случае трудно выписать 
явное выражение для функции s(t). Можно учесть, что главный член 
в выражении 2sh 2t = et — e~** — это е* а е-? намного меньше по 
порядку. Поэтому удобно сделать такую замену переменной: (s/(t))? = 
=e, т.е. s =e После этого уравнение приобретает вид 


Фи, 14 


@u 
2 art 
ds s ds 


au ot + 
ds 


du 


ве + (ее и =0 или 


+(1—s~*)u=0. 


1/2 


Если сделать первую замену Лиувилля и = 13 _/^, то получится 


следующее уравнение для функции у: 
фо 3 -2_ 4), — 
77 + (1 +13 8 Ju =0, 


и к нему можно применить метод, рассмотренный в $ 21. 
со 


Получим асимптотический ряд v =е* | 1+ > `` скз-* |, где все ко- 
k=l 
33 1 99 


ai CQ = ‚ с = + 1 
128 16 2048 


8 


эффициенты ск легко находятся: Cy = 
ит. д. 


1) Поиск решения задачи рассеяния для нелинейных уравнений — неизме- 
римо более сложная проблема. В последние годы эта задача много и успешно 
исследовалась для уравнений Пенлеве в связи с важными применениями этих 
уравнений в математической физике (см., например, [9]). 
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Окончательно получаем решение уравнения (24.9): 


co 
u(t) = exp(—5t+ i) (: + yae™), t — 00, 
k=I 


и комплексно-сопряженное к нему решение u(t). 


$25. Метод ВКБ 


Название «метод BKB» (или «метод WKB», «метод WKBJ» !)) обыч- 
но связывают с построением асимптотики решения уравнения 


= +Q(tu=0, Е, (25.1) 


в виде специального ряда. 
Если Q(t) > 0, то 


u(t) = Q(t)" exp(is()), 58 = УЧ. (25.2) 


Если к уравнению (25.1) применить сначала второе, а потом первое 
преобразования Лиувилля, описанные в предыдущем параграфе, то 
главный член асимптотики будет иметь как раз вид (25.2). Вероятно, 
поэтому более естественным является также бытующее название «ме- 
тод Лиувилля-Грина». 

Покажем, к чему приводит путь последовательного применения 
преобразований Лиувилля. 


Теорема 25.1. Пусть коэффициент Q(t) > 0 в уравнении (25.1) 
обладает следующими свойствами: 
a) Q(t) € C™([to; о), 


6) За > 0, такое что S(t) ›= | var т) dr + со, t = 0(S(t)*), а > 0, 


to 
при t > oo, 


(QP 19" _ - 
+5 = O(S(t)~7), Е — <, 
Facey? ое OOF 

г) Существует формальное асимптотическое решение уравнения 
(25.1) вида 


в) Jy > 1, такое что 


Q(t)~"/4 exp (iS(t жа Soul) ‚ t— 00, 
k= 
где ‹фк(#) — калибровочные функции. 


1) Вентцеля, Kpamepca, Бриллюэна и Джефриса. 
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Тогда существует решение уравнения (25.1), для которого это 
формальное асимптотическое решение является асимптотическим 
разложением при t — oo. 


Доказательство. Перейдем в уравнении (25.1) к новой неза- 
висимой переменной: 


= | Jan) ar, (25.3) 
to 


после чего уравнение (25.1) приобретает вид 


a 


#¥ Qt) +5 5 Q(t) '?Q"t) & + Q(tu=0 или oF +a(s) и чи = 0, 


где a(s) = 59099”? при зависимости $ от #& вида (25.3). 


После замены 


и = (3) 90 —"^, 


He = ОО — 1(8)9(9 751 . a = 
2 QM — 5 (Q(B, 


Фи _ dv 14 _ 14 —7/4 49 _1 -74 Ф9 -1/2 
ae at Q(t) 3 a Q(t) #1 v(s)Q(t) т Q(t) + 
7 -11/4(4Q\? 574-172 
+1699 (9-"^ (1) A 
получим новое уравнение для ae v(s): 


где $ связана с t формулой (25.3). 

Согласно замечанию в $ 23 условие, сформулированное в теореме, 
является достаточным для того, чтобы формальный ряд (если он су- 
ществует) являлся асимптотическим разложением некоторого решения 
уравнения (25.1). У 


Замечание 1. Легко проверить, что условия (6) и (в) теоремы 
выполняются для очень широкого класса функций. В частности, они 
выполнены 

— для любых полиномов, которые стремятся к со при t -+ со, 


$25. Метод ВКБ 109 


— для функций Q(t), которые разлагаются при # > со в асимпто- 
тические ряды (допускающие почленное дифференцирование) вида 


со 
Q(t) = oat, Vk+1 > Tk %>0, %>-2, 
k 


для функций вида Q(t) = exp P,(t), Q(t) = exp(expA(t)), Q(t) = 
= exp [P,(t) exp P,(t)] ит. п., где Pj(t) — полиномы, лишь бы Q(t) — со 
при t > oo. 


Замечание 2. Проще всего искать формальное асимптотиче- 
ское решение уравнения (25.1), не переходя к новой переменной. До- 
статочно сделать замену неизвестной функции: 


u(t) = (09-1 exp (50), 
B= (о - 1 wale") + Ol”) exp 6510), 


Фи Фи т 5/47 5 9/4151 
= (5 Qi — 4 9-0 5-9 - 
1 a(n -sQr(t) +182 о има +1 QIN 
1499-39 - «9 (1500). 


Решение w(t) получившегося уравнения 


Фи, dw 1 Q'(t) 5 (Q(t)? _ 1 Q"(t) 
Get (о 2 50) += (1 Qa? #30) ” 


зачастую можно найти в виде формального ряда, первый член которого 
равен единице. 


В качестве поучительного примера рассмотрим уравнение 
га i 25 
в + (+ зщ би = 0. (25.4) 
После замены 
t 
u(t) = w(t)(¢+sint)~!/4 exo] Je+¥sinc ac) 
1 
для функции w(t) лы уравнение 


г + р Е q(t)w (25.5) 
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где 


1+ cost (t) = 5 i+ cost)? sint 


= 2i(t + sint)/2 — = a 
PG) ан or andy’ 16 (¢+sint)? | 4@ +500" 


Коэффициенты p(t), g(t) разложим в ряды при t > со: 


со 


= У Rt*?, а0= УЕ, 
k=1 


k=-1 


где 


В1=% Ry=0, № =isint, № =-5 (1 + cost), Ry = —sin’t, 
Ry = }sint(1 + cost), Rs = i sin°t, Rg = —4 (1+ cost) sin’®t, 


x lia _5 9. Deen 
Ly; qsint, Lo 16 (1 + cost) qzsin i 


L3 = t sin? ¢ - ош + cost)’, 


Асимптотическое разложение решения w(t) будем искать в виде 
со 
w(t) 214 Уве", +00, 
k=3 


где g(t) — периодические с периодом 2m (и, следовательно, ограни- 
ченные) функции. Тогда 


ОУ (я - "ори, со, u(t) = =0, 


k=3 
w" (t) = gf (t)t-*/? + gi! (tt? + 


Yl K(t) — (k-2)gh 9 + Обь, в 


После подстановки этих рядов в уравнение (25.5) и приравнивания 
коэффициентов при одинаковых степенях t получается рекуррентная 
система уравнений: 

digs + Tsint=0, igh +94 =0, 
2i(9 — 3 92) + ighsint + & (1+ cost)? — j sin? +94 =0, 


24% — 294) + ig4 sint — 5 9f(1 + cost) +  gssint +.9f — 393 = 0, 
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2i (94 - 3 95) +i(95 - 3.93) sint ~ 4 59 (1+ 0088) — + £ gh sin? t+ 


+ Tsin® t — 3 sint(1 + cost)? + Ta sint + of — 494, = 0, 


24% — 3%) + i(96 — 294) sint 5(* 34 в) (1+ 0084) ~ 1945 t+ 


+ 5 ghsin¢(1 + cost) + Fassint + 93[ 7 (1 + cost)? — pin? ] +9 - 


Далее предстоит последовательно решать уравнения этой системы. 
При этом важно следить, чтобы решения были ограничены! 


г: 
Итак, 93 = —~icost + Аз. Постоянная Аз пока произвольная. 
9 8 р 


1 
Функция 94 = —16 31 + Ag. Постоянная Aq тоже пока произвольная. 


Уравнение для функции gs имеет вид 


sin t+ 5 (1 + cost)? ~ jsin?t + 


8 


24 — 3i(— 5 icost + Ay) — 3 i 


1 
+ —sint=0. 
16 
Для того чтобы решение gs было ограниченным, необходимо и до- 
статочно, чтобы интеграл от суммы всех слагаемых в левой части 
уравнения по отрезку (0; 27] был равен нулю. Значит, 


A 1 53 1 
3iA3 16+ 163 8=0. 
Из этого условия следует, что Аз = -3, a 
= i(jsint + dU sin ot - 5 00st) +A 
HH NG 128 32 5 


Продолжая процесс решения уравнений для 9%(#), можно таким 
образом найти все ограниченные решения 49%(#). 

Несколько первых членов этого асимптотического разложения 
имеют следующий вид: 


t 


= . —1/4 : . 1/2 _ 1005 _ 3 _ 
u(t) = (t + sint) (| + тт) ar) (| за" ~ зай 


168 gti 128 64 


_ sint 5/2 16sint + I1sin2t—4cost | 4-5/2 5 +O). 
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Доказательство того факта, что полученный формальный ряд яв- 
ляется асимптотическим разложением истинного решения уравне- 
ния (25.4), можно получить последовательным применением преобра- 
зований Лиувилля и ссылкой на замечание $ 23. 


Замечание 3. Тем же способом, который указан в теореме 25.1, 
при таких же eae Ha ar Q можно получить асимптотику 


решений уравнен ия 2% — Q(t)u= 


Главные члены и ваниких РЕ этих решений равны 
Q(t)-"/4 exp (S(t)) или Q(t)~'/* exp (—S(t)), где 5'(#) = 9(9'^. 

Замечание 4. Термин «метод BKB» часто (даже чаще, чем 
к рассмотренному выше случаю больших значений независимой пере- 
менной) применяется к исследованию уравнения 


£4 + (и =0 


на конечном отрезке при условии, что Q(t) > 0, a параметр Л — oo. 
Асимптотика решения может быть построена способом, вполне ана- 
логичным изложенному выше. Асимптотическое разложение решения 
имеет следующий вид: 


u(t, A) = Q(t)~'/4 exp (2500) (1 + Sraxior-*), X= 00. 
k=1 


Замечание 5. Другие преобразования линейных дифференци- 
альных уравнений, позволяющие найти асимптотику их решений, при- 
ведены в глубокой и содержательной монографии [16]. 


Глава 7 
СИНГУЛЯРНЫЕ ЗАДАЧИ 


$ 26. Сингулярные краевые задачи для линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений второго 
порядка. Постановка задачи. Оценка решения 


В этой главе будут рассматриваться краевые задачи следующего 
вида: уравнение 


2 
Louse Ty + pla) + a(2)u= (в) (26.1) 


на отрезке [a;b] и краевые условия одного из трех типов: 

а) Ци = u(a) = Aj, Би = u(b) = А. или 

6) Пи = u(a) — Ми (а) = Aj, Би = u(b) + Ви (5) = Ao, hy > 0, 
hy > 0 или 

в) Ци = —и (а) = Aj, Би=и (6) = Ap. 

Коэффициенты p(x), g(x) и правая часть f(r) всюду далее будут 
предполагаться непрерывными на отрезке [а; b]. Параметр = > 0 всюду 
в следующих параграфах будет считаться достаточно малым (= < 1). 
В этом и состоит главное содержание настоящей главы, именно при 
Е —> 0 задача становится сингулярной. ) И хотя зависимость от = 
нерегулярная, будет показано, что решение краевой задачи при до- 
полнительных предположениях разлагается в асимптотический ряд по 
малому параметру = при Е — 0. 


') Слово «сингулярный» является почти противоположным по значению 
слову «регулярный». Известно, например, что решение начальной задачи для 
уравнения и” = Е(т, и, и’,Е) «регулярно» зависит от переменной x и от пара- 
метра =. Под этим понимается следующее: если функция Р(т, и, и’, Е) имеет 
достаточно большое число производных, то и решение многократно дифферен- 
цируемо как по х, так и по параметру =. Если F(z,u,u',€) аналитична, то 
и решение разлагается в сходящийся степенной ряд. Если уравнение (26.1) 
записать в каноническом виде и” = = \(/(т) — p(x)u’ — а(т)и), то правая 
часть нерегулярна относительно € и решение, вообще говоря, не разлагается 
в степенной ряд по =. 
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Однако в этом вводном параграфе малость параметра = почти нигде 
не будет учитываться, теоремы носят общий характер и справедливы 
для любого = > 0. 

Прежде всего отметим, что краевая задача для уравнения (26.1) 
с одним из краевых условий (а), (6) или (в), в отличие от начальной 
задачи, не всегда имеет решение. 

Например, простейшая задача eu" (x) + u(x) = 0, и(0) = 0, и(т) = 1 


не имеет решения, если Е = 1, Е = pe=5 и, вообще, для всех = = —. 
п 


Тем не менее для каждой из рассматриваемых задач справедлива 
так называемая альтернатива Фредгольма. Она имеет весьма общий 
характер и состоит в следующем. 

Пусть А — линейный оператор, переводящий линейное простран- 
ство L в линейное пространство М. Говорят, что для уравнения AU = Е 
справедлива альтернатива Фредгольма, если выполняется только 
один из следующих вариантов: 

1) для любого элемента РЕМ существует решение и Е L уравне- 
ния AU = Р и однородное уравнение AU = 0 имеет только нулевое 
решение. !) 

2) существует элемент Р Е М, такой что уравнение AU = F не 
имеет решения и однородное уравнение AU = 0 имеет решение Up 2 0. 

Альтернатива Фредгольма справедлива для широкого класса ли- 
нейных уравнений. Самым простым примером является система п 
линейных алгебраических уравнений с п неизвестными. Если опреде- 
литель коэффициентов при неизвестных не равен нулю, то выполняется 
первый вариант альтернативы, а если он равен нулю — то второй. 
Рассматриваемая здесь краевая задача (26.1) также легко сводится 
к этому случаю. 


Теорема 26.1. Краевые задачи для уравнения (26.1) с любым 
из краевых условий (а)-(в) удовлетворяют альтернативе Фред- 
гольма. 


Доказательство. Пусть u(r) — какое-нибудь частное реше- 
ние неоднородного уравнения (26.1). Как известно, при наложенных 
выше условиях такое решение существует. Тогда общее решение урав- 
нения (26.1): u(x) = U(x) + Сиш (т) + Слиз(т), где ш(т) и u(x) — 
два каких-либо линейно независимых решения однородного уравне- 
ния Leu = 0. Поэтому для того чтобы существовало решение урав- 


1) Первую часть предложения можно условно назвать существованием ре- 
шения, а вторую — единственностью решения. Таким образом, жаргонная 
формулировка альтернативы Фредгольма: существование и единственность ре- 
шения уравнения эквивалентны. 
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нения (26.1), удовлетворяющее одному из краевых условий (а), (6) 
или (в), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись два равенства: 


11(т) + СИщ(т) + Col, u2(x) = A, 
(т) + Cylguy (x) + Colgug(x) = Ap. 


Это, по сути дела, два линейных алгебраических уравнения с двумя 
неизвестными, С! и Co. Например, в случае краевых условий (a) они 
имеют вид x 

(а) + Стил (а) + Сэиз(а) = Aj, 
U(b) + Сии (6) + Сэиз(6) = Ap. 


Отсюда сразу вытекает, что если 


Lui (x) И из (5) 
sa (vente ыы) ги 


то выполняется первый вариант альтернативы, а если 


det ons ни =0, 


5щ (т) lgue(x) 


то второй вариант, так как в силу линейной независимости реше- 
ний u(x) и и2(т) равенства Cu; (т) + Сэиз(т) = 0 и С! = С =0 
эквивалентны. У 

Лемма 26.1. Пусть Г: — оператор (26.1), где q(x) < 0, а функ- 
ция v(x) Е C([a;b]) удовлетворяет неравенствам: Г:%(т) < 0 при 
тЕ [а; 6], liv 2 0, [5% > 0, где И и ly — это граничные операторы 
одного из краевых условий (a), (6) или (в). Тогда v(x) > 0 всюду на 
отрезке [а; 6. 

Доказательство. Допустим противное: функция в какой-ни- 
будь точке отрезка [a;b] принимает отрицательное значение. Тогда 
и минимум этой функции, который достигается в какой-нибудь точке 
c € [а; 4], тоже отрицателен. 

Если точка с лежит на границе отрезка, то в случае (а) это проти- 
воречит краевым неравенствам. 

В случае (6) это также противоречит краевым неравенствам. Дей- 
ствительно, если отрицательный минимум достигается на левом конце 
отрезка, то v'(a) > 0 и, следовательно, v(a) — (а) < 0, а по условию 
v(a) — №5’ (а) > 0. К аналогичному противоречию приводит и предпо- 
ложение о том, что отрицательный минимум достигается на правом 
конце отрезка. 

Осталось рассмотреть лишь случай, когда отрицательный минимум 
достигается во внутренней точке отрезка, а при условии (в) и случай, 
когда отрицательный минимум достигается на границе. 
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Оба этих случая рассматриваются единым образом. Пусть отрица- 
тельный минимум функции v(x) достигается в точке сЕ (а;5). Тогда 
v'(c) = 0, v"(c) 20 и, следовательно, [:%(5)|,_, > 9(с)(с) > 0, что 
противоречит условию леммы. 

Если выполняется граничное неравенство (в) и отрицательный ми- 
нимум функции U(x) достигается на границе, то согласно условию (в) 
на левом конце v’(a) < 0, значит, v’(a) = 0, 5" (а) > 0 (на правом конце 
v'(b) > 0, значит, v’(b) = 0, 5" (6) > 0). Дальнейшее приведение к про- 
тиворечию такое же, как и в случае внутренней точки минимума. У 


Теорема 26.2. Если в уравнении (26.1) коэффициент а(т) < 

< —7 < 0, то решение любой из задач (26.1), (а) или (26.1), (6) при 
любых f(x) Е C([a;b]), Ar, Ao существует, единственно и для него 
еее bik оценка 


Набо) < max A + [Ан] + [A (26.2) 
Доказательство. Правую часть неравенства (26.2) обозна- 

чим р и рассмотрим вспомогательные функции И’+ (т) = p+ u(z). 

Проверим, что для этих функций выполняются условия леммы. 
Действительно, 


а &—pr+ some lF@)| <0 


В случае краевых условий (а) и (6) ПИ’, (т) = p+ А, > 0, 
ЬУ’ (5) = p+ А) > 0. Следовательно, Wi (2) > 0 => |и(т)| < р. 

Из оценки (26.2) вытекает единственность решений задач (26.1), 
(а) и (26.1), (6), а из их фредгольмовости вытекает существование 
решений этих задач при любых Aj, Ао и f(x) Е С([а;6]). У 

Доказательство оценки решения задачи ie 1), (в) проводится ана- 
логично тем, которые проведены в теореме 26.2, но требует небольшого 
уточнения. 


Теорема 26.3. Если в уравнении (26.1) коэффициент g(x) < 
<-7 < 0, ЕЕ (0;1), то решение задачи (26.1), (в) при любых 
f(z) € C([a;b]), Ai, Ag существует и единственно. Существу- 
em положительная постоянная М!, зависящая лишь от (b-— a) 
и pag |p(x)|, такая что для решения задачи (26.1), (в) справедлива 


оценка 


[а;6] 
Доказательство. Как и при доказательстве предыдущей 


|u(z)| < М, (max a +|Ai]+ lar). (26.3) 


теоремы, введем обозначения: р = а Ма) + |Ai| + |4>|, s(x) = 
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2 
1 
= (2-5 (a+b)) и рассмотрим вспомогательные функции И/’+ (5) = 
= Мр(1 + @s(z)) + u(z). 
Проверим, что для этих функций при достаточно малой посто- 
янной В и достаточно большой постоянной М выполняются условия 
леммы. Действительно, 


Е.М (=) = Mp (28 + Bp(2)s'(z) + 4(a)(1+ Ba(2))) + f(a) < 
< и<9 < Mp (228+ Bb ~ a) паре) +a(2)) +/@) < 


< — Mey + f(z) 
при достаточно малом В. Но 
ПИ’ (2) = И’ (а) = —MBps'(a) + А, = MBp(b—- а) + Aj, 
pW. (2) = W4.(b) = MBps'(b) + А» = MBp(b— а) + Аз. 


Поэтому при достаточно большой постоянной М, зависящей лишь от 
величин, указанных в условии теоремы, 


LeWs(z) < 0, ЦИ’, (т)>0, БИ’, (т) > 0. 


Следовательно, W(x) > 0 => |и(т)| < Mp(1 + 63(т)) < Mip. 

Из оценки (26.3) вытекает единственность решения задачи (26.1), 
(в), а из ее фредгольмовости вытекает существование решения задачи 
при любых f(r) Е С([а;6]), Ay и Ao. У 

Теорема 26.4. Пусть в уравнении (26.1) коэффициент p(x) # 
#0. Тогда существует достаточно малое €o > 0, такое что при 
всех положительных Е < Eq существует решение задачи (26.1), (a), 
для которого справедлива оценка (26.3). При этом константы М! 
и у не зависят от Е. 


Доказательство. Без ограничения общности будем считать, 
что p(x) > 0 и, значит, p(x) > ро > 0. (В другом случае, когда р(т) < 0, 
после замены х на —х знак коэффициента при первой производной 
меняется и мы приходим к тому же случаю.) 

Сделаем замену искомой функции u(x) = 2(т)%(х), где фиксирован- 
ную функцию 2(5) > 0 надо подобрать так, чтобы для новой неизвест- 
ной функции (т) была справедлива теорема 26.2. Уравнение (26.1) 
приобретает вид 


e2(a) £4 +26 92 № + = = v(z) + r(2)2(z) 2 Y + pla) vt 


4х dx 
+ q(x)z(x)v = f(z), 
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2 
Eg (+) + 2 (Lea(a))v = A. 


2(т 
Таким образом, новая неизвестная функция удовлетворяет такому 
же уравнению, как и уравнение Gs: 1), но теперь коэффициент при 


неизвестной функции не а(х), а me яве). 
А 
ay" 


Ag 
v(b) = 26) . Поэтому для окончания доказательства достаточно подо- 


Граничные значения для функции v(x) имеют вид: %(а) = 


брать такую функцию 2(5), чтобы Lez(x) < 0. Если p(x) > ро > 0, то 
это совсем нетрудно сделать. Достаточно положить 2(5) = e~°7, а > 0. 


Тогда 
L,2(x) = (во? — p(x)a + 9(т))=(т) < 0, 


если сначала выбрать такое большое с, чтобы —р(т)а + q(x) < ~5 Poa, 


1 
а затем настолько малое €9, чтобы Ea? < дРоа. При этом значение & 


можно взять одно для всех Е < в.) У 


$27. Построение и обоснование асимптотического 
ряда решения сингулярной краевой задачи 


Здесь будут рассмотрены краевые задачи для уравнения (26.1) 
в двух случаях: 

1) q(x) < 0, p(x) =би 

2) pla) #0. 

Всюду в этой главе, для того чтобы можно было строить асимп- 
тотические ряды решений, коэффициенты уравнения и его правая 
часть предполагаются бесконечно дифференцируемыми. (Впрочем, как 
и в предыдущих главах, можно ограничиться наличием конечного 
числа производных. Но тогда вместо асимптотического ряда надлежит 


|) Нетрудно привести примеры, когда задача (26.1), (в), вообще говоря, 
не будет иметь решения, если нарушено требуемое в теореме 26.2 условие 
отрицательности коэффициента g(r). Самый простой пример — это уравнение 
eu” + и = 1, и’ (0) =и(1) =0. Общее решение этого уравнения имеет вид 
т + С! + С2е-*/", поэтому не существует таких констант, при которых удовле- 
творяются оба граничных условия. Решение задачи (26.1), (6), вообще говоря, 
имеет решение, но его асимптотика намного сложнее, чем та, которая будет 
получена ниже в $ 27 для решения задачи (26.1), (а). 
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довольствоваться конечным асимптотическим представлением с оста- 
точным членом конечного порядка.) 
Первый случай наиболее простой, уравнение имеет вид 


Т1еи=Е ey +а(т)и = f(z), g(x) <0. (27.1) 


Будем строить асимптотическое разложение решения в виде фор- 
мального ряда U по степеням малого параметра Е: 


v= Уи) = u(x) + cus (x) + Е?шо(т) + ЕЗиз(т) +... (27.2) 
=0 


Подставляя этот ряд в уравнение (27.1) и приравнивая коэффициен- 
ты при одинаковых степенях =, получаем очень простую рекуррентную 
систему для определения коэффициентов ик (т): 


q(z)uo(x) = f(z), 
ug (т) + a(x) (x) = 0, 


Tak как q(x) < 0, то из этой системы последовательно определяются 
все коэффициенты ик (2) Е C™([a; b}). 

Построенный ряд является асимптотическим решением уравне- 
ния (27.1). Смысл этого термина тот же, что и в гл. 6. Только там пара- 
метром являлась переменная # — оо, а здесь параметр € — 0. Частичная 


сумма построенного ряда (2) = >> e*ug(x) «почти» удовлетворяет 


уравнению. _ 
Более точно, легко проверить, что 
Lefin(2) = f(z) +e"*'ul(2) = (а) + 0(="*). — (73) 


Здесь оценка O(e"+!) равномерна по т Е [a;b], т.е. равенство 
фе(т) = О(="+\) означает, что 


ЗМ Ухе [а] |pe(x)| < Ме" 


Однако асимптотическим решением задачи (27.1), (а) (и других 
краевых задач) построенный ряд не является. Коэффициенты ик(т) 
не имеют никакого отношения к краевым условиям и, разумеется, ча- 
стичная сумма ряда @»„(х) не может равномерно приближать истинное 
решение задачи при малых =. 
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Определение 27.1. Ряд (27.2) называется внешним асимпто- 
тическим разложением решения задачи (27.1), (а) (а также задач 
(27.1), (6), (27.1), (в)). 


Идея построения равномерного асимптотического приближения со- 
стоит в следующем. Если надеяться на то, что @,(x) равномерно 
приближает истинное решение во внутренних точках отрезка [a; ], то 
сильное расхождение будет только в окрестности границы. 

Действительно, как будет доказано ниже, так обстоит дело в этой 
и во многих других (но не во всех!) задачах. Вблизи концов отрезка ис- 
тинное решение очень быстро меняется (см. рис. 13, на котором пунк- 
тиром показана часть графика истинного решения, не приближаемая 
графиком функции шо(т)), все производные решения очень большие, 
и обычный масштаб не позволяет правильно описывать асимптотику. 


Фи 
Слагаемое = р в уравнении (27.1) предполагалось малым из-за мало- 
ия 


сти параметра €, оно совсем не учитывалось при построении главного 

слагаемого асимптотики и оставалось подчиненным при построении 

остальных членов внешнего асимптотического разложения. Однако 
@u 

вблизи границы вторая производная a велика и, по-видимому, ею 
cL 

нельзя пренебрегать. 


Рис. 13. (т, =) 


Вблизи концов правильное описание решения получится, если вве- 
сти другие независимые, «растянутые» переменные. 


Определение 27.2. Окрестность границы называется погра- 
ничным слоем, новые растянутые переменные называются внутренни- 
ми, а асимптотический ряд в окрестности границы называется внут- 
ренним асимптотическим разложением '). 


О Названия «внешнее» и «внутреннее» разложения происходят из задач 
гидродинамики. Течение жидкости (или газа) малой вязкости вне твердого тела 
хорошо описывается уравнениями идеальной жидкости, а в малой окрестности 
тела, т.е. в пограничном слое, необходимо рассматривать другие независимые 
переменные и внутренние асимптотические разложения. 
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Рассмотрим сначала окрестность левого конца отрезка. Новая пе- 
ременная — это & = (x — а)=`“, где показатель а > 0 должен быть 
подобран. После перехода к новой переменной & производные 

du _ о du Фи _ 32а Фи 


Е ’ Е ‚ 
dr dg 47? dé? 


и уравнение приобретает вид 
2, 
glee a +q(a+e%E)u = f(ate%é). 


Для того чтобы первое слагаемое было таким же полноправным членом 
уравнения, как и остальные слагаемые (в данном случае в левой части 
уравнения всего два члена, но для других уравнений их может быть 


много), необходимо и достаточно положить а = 5. 


Итак, во внутренней переменной & уравнение имеет вид 


2. 
2 t+q(ate!/eé)u = f(a+el/€). 
dg 
Можно было бы искать асимптотическое решение непосредственно 
этого уравнения, но технически в данной простой ситуации более 
удобно пойти другим путем. Поскольку внешнее асимптотическое раз- 
ложение U (см. (27.2)) является асимптотическим решением линейного 
неоднородного уравнения, то в окрестности точки а будем искать 
решение задачи в виде суммы U + У, где У — это внутреннее асимп- 
тотическое разложение: 


V= уе © = u9(€) + = (6) + (6) + Е (6) +..., (27.4) 
k=0 


которое должно формально удовлетворять однородному уравнению 


ey ev =0 (275) 
че +q(ate/*E)V = 0. 3 
(Дробные показатели, естественно, должны появиться в членах ря- 
да, поскольку они имеются в новом уравнении (27.5).) Коэффициент 
Ce 


g(a + =\/?Е) следует разложить в ряд Тейлора У ` 4уЕ?/?Е2, затем подста- 
j=0 

вить ряд (27.4) в уравнение (27.5) и приравнять члены при одинаковых 

степенях =. Для коэффициентов ряда (27.4) получается рекуррентная 
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система дифференциальных уравнений: 


du 
— + gv = 0, 
dé ovo 
Фи 
+0 + = 
де 4091 + 918% = 
avy (27.6) 


= + 010 + 4 + 92 = 0, 


2 
<* + qovn + 3 ЧЕ; = 0. 


j=l 

Прежде всего выясним, какова область определения функций хх (&). 
Так как х меняется от а до b, то & меняется от 0 до (6 — а)=-'/?. Однако 
удобнее считать, что & меняется от 0 до со. А главное условие состоит 
в TOM, что функции %к(&) должны очень быстро стремиться к нулю 
на бесконечности. Это должны быть истинно функции пограничного 
слоя. Для внутренних точек, т.е. там, где (x —a)e~'/? весьма вели- 
ко, весь ряд У не должен оказывать влияния — там уже построено 
внешнее асимптотическое разложение 0. Предназначение ряда У — 
устранить так называемую невязку в граничных условиях. Поскольку 
ряд U даже формально не удовлетворяет граничным условиям, надо 
потребовать, чтобы сумма рядов U и У удовлетворяла условию на 
левом конце отрезка (вблизи другого конца потом построим другие 
функции пограничного слоя). 


Сначала рассмотрим граничное условие (а). Так как и(т,Е) = 
= 0(т,=) +У(&,=), то условие (а) имеет вид: И(а,=) + У(0,=) = Aj. 
Если приравнять коэффициенты при одинаковых степенях Е, то в силу 
(27.2) и (27.4) получится система уравнений: 


шо (а) + v9(0) =A), 


v3(0) = 0, (27.7) 


voe41(0) = 0, 
ик (а) + v24(0) = 0. 


Итак, функция vp(€) должна удовлетворять уравнению 


4 avo 
=0 27.8 
че + qovo = (27.8) 


и граничному условию (0) = A; — uo(a). 
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Поскольку go = g(a) < 0, обозначим qo = —6*, 6 > 0, и выпишем об- 
щее решение уравнения (27.8): (2) = Сие- + Coe. Из сказанного 
выше следует, что быстрорастущее решение е?® не подходит в качестве 
функции пограничного слоя. Поэтому %(&) = Cre~**. Из граничного 
условия вытекает, что С! = Aj — (а) и, следовательно, функция %(&) 
полностью определена: 


(Е) = (А! — ш(а))е` 


Уравнение для функции vj (&) имеет вид 


d = 
аа" — Bu, + а Се- В = 0. 


Легко убедиться в том, что у него существует единственное ограни- 
ченное решение, которое равно нулю при & = 0: 


(6 =Р(®е*, Р(&) — полином второй степени, Рь(0) = 0. 


Далее по индукции легко показать, что существуют все функ- 
ции Uz (&), которые удовлетворяют выписанным выше уравнениям, кра- 
евым условиям и имеют вид 


ук (=) = Pax (€)e7 FE. 


Ряды U и V полностью построены. Покажем, что построенный 
ряд У (27.4) является асимптотическим решением однородного уравне- 
ния (27.5). 


Пусть Dan (Е) = S> =*/Зи, (Е) — частичная сумма ряда (27.4). Тогда 
k=0 


Гб = a +942», = Ey An ы 


+.» je) + O(entbernt!) рр yn 


=0 


Выполнение уравнений для ук означает, что коэффициенты при всех 
степенях = в правой части этого равенства с показателями, которые 
не больше п, равны нулю. Из явного вида функций чк(&) следует, что 
для любого полинома P(E) функция Р(&)к(&) ограничена при всех & 
от 0 до со. Следовательно, [.5„ = О(="+!/?) равномерно no & Е [0; 00), 
ас учетом (27.3) получаем, что 


Le(@n(x) + Bon (€)) = f(x) + O(e"*/?). 
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Построение функций пограничного слоя вблизи другого конца от- 
резка проводится совершенно аналогично только что проделанному 
построению у левого конца отрезка. Внутренняя переменная — это 
П== 2 (6 — 1), ряд в пограничном слое — это И = У` =? (1). 

k=0 
Функции шк(п) строятся аналогично функциям %%(&) и обладают таки- 


ми же свойствами: 
we(n) = Оэк(п)е-#", 


где Qox(n) — многочлены степени 2k, а В = \/—q(b). 


2n 
Если обозначить частичную сумму Wo,(n) = У = ик (п), то 
~ k=0 
1.62, = O(e"*'/*), следовательно, 


L.(tn(x) + 6» (Е) + Gon(n)) = f(x) + O(e"*"/?) (27.9) 


всюду на отрезке (a; b] при описанной связи € H 7) ст. 

Граничные условия также приближенно выполняются. Действитель- 
HO, по построению й„(а) + Von(0) = Aj. Все функции шк, а потому 
и @on, экспоненциально малы при x =a, т.е. при 7 = e~!/2(b—a). 
Поэтому при x = а выполнено граничное условие с точностью до 
O(e%) WN. To же самое справедливо и в точке x = b. 

Обозначим 


2: (т) = u(t) — Gin (2) — (= (д — а)) — Don(e“'/?(b- 2)), 


где u(x) — решение задачи (26.1), (а) (такое решение существует 
в силу теоремы 26.2). Следовательно, 


УМ U(Zne(x)) =O(e%), lo(Zne(x)) = О(ЕМ). 


Из неравенства (27.9) вытекает оценка Г. (2н..(т)) = О(="+!/?), а из 
(26.2) следует, что 2, (т) = О(="+1?). 

Окончательный вывод следующий: решение и. (т) задачи (27.1), (а) 
имеет равномерное асимптотическое разложение на отрезке [а; 6] 
при Е — 0: 


=> Al зом 1/2 (5—а) 145 еМ иже = (6 2)), 


k=0 
=—>0, 
где ик, Uk, шк — построенные выше функции внешнего и внутренних 
асимптотических разложений. 


Рассмотрим теперь задачу (27.1), (6). Построение внешнего 
разложения, разумеется, точно такое же, как и проведенное выше. 
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Ряд (27.2) является внешним асимптотическим разложением и этой 
задачи. Пограничные слои и внутренние переменные те же, что и выше: 


Vaden, и = уе), 
k=0 


k=0 
Е=Е 1 (1-а), п=Е 6-2). 


Системы уравнений для функций %к(&) и ишк(1) тоже не меняются. 
Но системы для определения граничных условий меняются. Как и ра- 
Hee, надо подставить сумму U + У в условие 


Ни = u(a) — ми (а) = U(a) +У(а) - вИ"(а) — мЕ- У (а) = А, 


и приравнять коэффициенты при одинаковых степенях =. Тогда вместо 
системы (27.7) получим другую систему уравнений: 


—hyvp(0) = 0, 

uo(a) + vo(a) — (0) — hii (0) = Ai, 
v1 (a) — №15; (0) = 0, 

uy (а) + (а) — и (0) — h1v3(0) = 0, 
(а ( 


) — №1, (0) = 0, (27.10) 


U3\@, 


ик (а) + vox (a@) — hyu;,(0) — hivy,, (0) = 0, 
92к+1(а) — №15, 49(0) = 0. 


Уравнения для функций %%(&) те же, что и раньше, условие стрем- 
ления к нулю на бесконечности тоже сохраняется. Поэтому из первого 
уравнения системы (27.10) следует, что %(&) = 


Функция v1 (&) определяется из уравнения я — 62 =0и из 


второго равенства системы (27.10): 
v1 (€) = (8) (А+ — ш(а) + ыщ(а))е-® 


Далее последовательно нетрудно определить все 1к(&), которые 
экспоненциально быстро стремятся к нулю на бесконечности и удовле- 
творяют граничным условиям (27.10). 

Таким же образом строятся функции шь(7) пограничного слоя 
вблизи правого конца отрезка. Там тоже оказывается, что Wo(7) = 0 
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Обоснование асимптотики проводится тем же способом, что и для 
задачи (27.1), (а). Таким образом, как и в предыдущем случае, ре- 
шение и.(т) задачи (27.1), (6) имеет равномерное асимптотическое 
разложение на отрезке [а; 8] при = — 0: 


и, (т) = Уи) + еще —а)) + ее —z)). 
=0 k=l = 


Такой же вид имеет равномерное асимптотическое разложение Ha 
отрезке [а;6] решения задачи (26.1), (в). Не будем останавливаться на 
этом более подробно. 


Перейдем теперь ко второму случаю. Рассмотрим краевую задачу 
для уравнения (26.1) 


2 
Lu=e Я + + p(x) + а(т)и = f(z) (27.11) 
dz ах 
с условиями (а) Пи = u(a) = Aj, Би = u(b) = Ao, в случае когда 


p(x) #0. 
Для определенности будем считать, что p(x) < —po < 0. (Другой 
случай, p(x) > 0, сводится к этому заменой х на —х.) 
Асимптотическое разложение решения в виде формального ряда U 
по степеням малого параметра = будем строить, как и раньше: 


U= У). 


k=0 


Подставляя этот ряд в уравнение (27.1) и приравнивая коэффициен- 
ты при одинаковых степенях =, снова получаем рекуррентную систему 
для определения коэффициентов ик (т): 


p(x) 2 (2) + a(2)uo(z) = f(z). 


(27.12) 


Ho теперь построение коэффициентов ик(т) наталкивается Ha HO- 
вую трудность. Каждая из этих функций является решением стандарт- 
ного линейного уравнения первого порядка. Таких решений контину- 
ум, иа priori неясно, как их надо выбирать. Есть, правда, краевые 
условия Пи = Aj, ри = Ap и естественное желание удовлетворить им 
с помощью внешнего разложения. Но это, вообще говоря, невозможно, 
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так как условий два, а произвольная постоянная, от которой зависит 
решение дифференциального уравнения первого порядка, всего одна. 
Функция и (т), например, может удовлетворить одному из условий, но 
какому? Или, может быть, надо выбрать функцию ио(т) так, что она 
не будет удовлетворять ни одному из краевых условий, как это было 
в предыдущем случае p(x) = 0, q(x) < 0? 

Есть несколько подходов, позволяющих найти ответ на этот вопрос. 
Во-первых, можно рассмотреть уравнение (26.1), для которого есть 
решение в явном виде (проще всего — уравнение с постоянными ко- 
эффициентами). Из явного вида можно понять, каково (т) и какому 
условию оно удовлетворяет. По-видимому, и в общем случае можно 
ожидать такую же картину. Читатель легко может пройти этот путь 
самостоятельно 

Другой, часто применяемый способ исследования краевой задачи 
состоит в анализе физической или какой-нибудь другой прикладной 
интерпретации этой задачи. Затем исходя из общих разумных со- 
ображений делается предположение о виде предела решения, после 
чего проводится строгое математическое обоснование угаданной асимп- 
TOTHKH 

Уравнение (26.1) описывает два тесно связанных между собой про- 
цесса. Один — это стационарное распределение тепла в движущейся 
среде, зависящее от одной переменной x. Малый параметр Е — это ма- 
лая теплопроводность, а коэффициент p(x) связан со скоростью среды. 
Другая интерпретация связана со случайным блужданием частицы на 
отрезке при условии, что p(x) определяет среднюю скорость движения, 
а параметр = — малую дисперсию. Не будем далее развивать этот 
путь, так как он потребует более детального анализа таких физических 
и вероятностных интерпретаций. 

Здесь мы воспользуемся еще одним, тоже полезным и распростра- 
ненным рецептом. Как было отмечено, главный член асимптотики U(r) 
не может удовлетворить обоим граничным условиям. Тогда правильное 
описание асимптотики решения вблизи того конца отрезка, где условие 
не выполнено, будет осуществляться с помощью функций пограничного 
слоя (так, как это было сделано в предыдущем примере). 

Попробуем сделать это вблизи точки а в случае граничного условия 
(а) (u(a) = А!). Внутренняя переменная, как и в предыдущем случае, 
должна иметь вид: & = (x — a)e~%, где показатель с > 0 снова надо 
подобрать. 

Запишем уравнение (26.1) в новой переменной: 


1-20 Фи 


te 'p(a+ ere) & gta + е”ё)и = flat e%6). 


128 Гл. 7. Сингулярные задачи 


Однородное уравнение для внутреннего разложения У, которое должно 
компенсировать невязку в граничном условии, имеет вид 


2 
ela ay +e7'p(a + =) ИТ 4(а+=°8)У =0. 
dé dg 
1-2 ФУ 
Теперь в уравнении два члена, старших по порядку =: ="? а 


= ap, dV 
He 'p(at+e€) 

Если а > 1, то главным является первое слагаемое, и уравнение для 
главного члена внутреннего разложения 15(&): чу (&) = 0. 

Если а < 1, то главным является второе слагаемое, и уравнение для 
главного члена внутреннего разложения 1%(&): %% (Е) = 0. 

Ни одно из этих уравнений не имеет решения типа функции по- 
граничного слоя (т.е. нетривиальной функции, быстро стремящейся 
к нулю на бесконечности). Следовательно, единственная возможность 
построить подходящее внутреннее разложение — приравнять порядки 


главных слагаемых уравнения, т. е. положить 1-2а=-1, а = 1. Тогда 
уравнение для %(&) примет вид: = + p(a) 3 = 0. Так kak p(x) < 0, 


то и это уравнение не имеет подходящего решения. Отсюда следует, 
что невозможно построить асимптотику решения вблизи точки х =а 
с помощью добавления функций пограничного слоя, так как это было 
сделано в предыдущем примере. 

Поэтому, раз нельзя ждать помощи от функций пограничного слоя, 
вся забота об удовлетворении граничного условия в точке х =a 
должна ложиться на внешнее разложение. Таким образом, заканчива- 
ется неопределенность в отношении функций ик(т): решения систе- 
мы (27.12) надо выбирать так, чтобы было выполнено условие ЦО = Aj. 
Такие функции легко построить, после чего ряд U будет асимпто- 
тическим решением уравнения (26.1) и тоже асимптотически будет 
удовлетворять граничному условию в точке х = a. 

Однако теперь построенное внешнее разложение не удовлетворяет 
граничному условию в точке x = b. Исправление получившейся невязки 
следует возложить на функции пограничного слоя вблизи точки х = 6. 
Внутренняя переменная — это 7 = (6 - х)=-“. Те же соображения, 
которые возникли при обсуждении внутреннего асимптотического раз- 
ложения вблизи точки х = а, приводят к равенству a = 1. Следова- 
тельно, 7 = (6 -— 1)=`', формальный ряд внутреннего асимптотического 
разложения вблизи точки т = b имеет вид 


и = Уеик(т), (27.13) 
k=0 
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а формальное уравнение для этого ряда вполне аналогично рассмот- 
ренному выше уравнению (27.5) и имеет вид 


2 
ey ~e'p(b — en) © +q(b—en)W =0. (27.14) 
dn 7] 


7 
wo 


Поэтому уравнение < - p(b) Xe 
In 


dn 
тики Wo(7)) очень похоже на выписанное выше уравнение для vo(E). 
Отличие лишь в коэффициенте при первой производной: вместо р(а) 
теперь стоит —p(b). Ho так как p(x) < 0, то это отличие очень суще- 
ственно. Если уравнение для %(&) не имело решения вида функции 
пограничного слоя, то у уравнения для ио(7) такое решение существу- 
ет. Если обозначить p(b) = —G2, 3 > 0, то wo(n) = Се- В", 

Дальнейшее построение функций шь(7) уже не представляет се- 
рьезных трудностей. Коэффициенты p(b— en) и 9(6 —=1) разложим 
в ряды Тейлора: 


= 0 для главного члена асимпто- 


p(b—en) = 6+ тем, — а(6-ет) = Убе. 
j=! j=0 


Затем подставим ряд (27.13) в уравнение (27.14) и приравняем члены 
при одинаковых степенях =. Для коэффициентов ряда (27.13) получа- 
ется рекуррентная система дифференциальных уравнений: 


dr? ‘dn 

а ил 2 du dwo 

ет B a т dn + qowo = 0, 

4 4 4 4 

ат + 8? a rin Е — тот? я + gow: + паи = 0, (27.15) 


k k-1 
Фик 2 dwr 4шк-; ; 
= тир +) ИРшк-1-у = 0. 
an B dn ~ 5 dn ated k-1-j 


Так же как и в первом случае, условие в точке х = $ порождает 
рекуррентную систему для определения граничных значений функций 
шк (п) в нуле: 

uo(b) + wo(0) = А», 
ui (5) + и (0) =0, 


ux(b) + шь(0) = 0. 


(27.16) 


5 А.М. Ильин, А.Р. Данилин 
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Отсюда однозначно определяются все функции шк(7), очень быстро 
стремящиеся к нулю при 77 — со: 


wo(n) = (Аз — uo(b))e~8", иж(п) = Рк(пе-®, 


где Р»к — полиномы степени 2К. 

Формальные асимптотические ряды построены. Примерное поведе- 
ние решения показано на рис. 14, где, как и на рис. 13, пунктиром 
показана часть графика истинного решения, не приближаемая графи- 
ком функции и1(т). 


Рис. 14. и(т,=) 


Обоснование асимптотики вполне аналогично проведенному выше. 
Если обозначить частичные суммы 


й, (2) = У`е‘ишь(т), @(п) = УС e*we(n), 
k=0 k=0 


TO 
Le(tin(z) + @„(п)) = f(x) + O(€"*") 


при выписанной связи между 7) и г равномерно по x на отрезке [а;6]. 
Граничные условия также приближенно выполняются. Действитель- 

но, по построению #„(5) + @„(0) = Ay. Все функции we, а потому 

и @on, экспоненциально малы при 1 = а, т.е. при n = =-\(Ь -— а). 
Обозначим 


Zne(2) = u(t) — @, (2) — "(6 -2)), 


где u(x) — решение задачи (26.1), (а) (такое решение существует 
в силу теоремы 26.4). 
Следовательно, 


Уп li(Zn,e(x)) = Ole"), Ip(Zn,(2)) =0, L-(Zne(z)) = O(e"*"), 


Из теоремы 26.4 вытекает оценка Zp.-(z) = O(e"+!). Окончатель- 
ный вывод следующий: решение и.(т) задачи (27.11), (а) при p(x) < 0 
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имеет равномерное асимптотическое разложение на отрезке [а; 8] 
при Е —> 0: 


и: (2) = Убе ик(е) + Stu le! (6 —х)), 
k=0 k=0 


где ик, шк — построенные выше функции внешнего и внутреннего 
асимптотических разложений. 

В случае р(т) < 0 асимптотическое разложение решения имеет 
точно такую же структуру, только пограничный слой находится не 
около правого, а около левого конца отрезка. !) 
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Рассмотрим краевую задачу 


Тем = &Зи" — а(т)и = [(т), Е> 0, при 0О<:<1, (28.1) 
и(0,=) = 0, (28.2) 
и(1,=) = 0, (28.3) 


где а, f € С° [0; 1] и q(x) > 0 при x > 0. Как видим, отличия от приме- 
ров из предыдущего параграфа небольшие: замена = на ЕЗ не играет ни- 
какой роли и сделана лишь для удобства дальнейших записей, замена 
неоднородных граничных условий однородными тоже несущественна. 
Но главное изменение в том, что q(x) теперь положительна не на всем 
отрезке [0; 1], а лишь при x > 0. Предположим, что 


9(0) =0, 40) =1. (28.4) 


Условие положительности 4’(0) сильно сказывается на структуре 
асимптотики решения, но какому именно положительному числу равно 
4'(0), несущественно: единица выбрана для упрощения записи. 

Итак, ищем внешнее разложение, как и в предыдущем параграфе, 
в виде 


О(т,=) = J etuse(2), Е + 0. (28.5) 
=0 


') Формальная асимптотика решений других краевых задач (6) и (в) для 
уравнения (27.11) также легко строится тем же путем, если уравнения для 
коэффициентов внешнего разложения имеют решения, удовлетворяющие со- 
ответствующим краевым условиям. В редких случаях это невозможно, а как 
отмечено выше, иногда не существует и решения первоначальной задачи. Обос- 
нование асимптотики требует более глубокого исследования, а в некоторых 
случаях сама асимптотика имеет более сложный характер, чем в тех, которые 
рассмотрены в данном параграфе. 
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Так же как и ранее, получается рекуррентная система уравнений: 


—q(x)uo(z) = f(z), 
и = \3 (1 (7), kB 1. PG) 


Отсюда однозначно определяются все uz, Е С°°(0, 1]. Однако в нуле 
все эти функции, вообще говоря, имеют особенности. 

Введем обозначения 4к и [к для коэффициентов рядов Тейлора 
функций q(x) и f(r): в силу (28.4) 


Чт) =т+) ane", f(z)= So fers, 20, — (287) 
k=2 k=0 


и эти ряды можно почленно дифференцировать любое число раз. Из ра- 
венств (28.6), (28.7) вытекает, что 


со —1 co со 
10 (т) 8! (1 + Yast") Ул =a! У ‘в, х-0. 
k=2 k=0 j=0 
Этот ряд тоже можно почленно дифференцировать. Следовательно, 

из (28.6) для К = 1 получаем 

co 

u3(x) т У‘ая, 5—0. 
j=0 


По индукции приходим к выводу, что 


co 
Usk (x) Е: у СК, 
=0 


20. (28.8) 


Таким образом, задача (28.1)-(28.3) является бисингулярной — ко- 
эффициенты ее внешнего разложения имеют нарастающие особенности 
в нуле. 

Множество Г в окрестности которого внешнее разложение является 
непригодным, — это в данной задаче точки х = 0 их = 1. В окрестно- 
сти точки Z = | поведение решения точно такое же, как в предыдущем 
параграфе. Экспоненциальные погранслойные функции в окрестности 
этой точки мы учтем позднее, а пока обратимся к точке х = 0. В ее 
окрестности ряд (28.5) не только не приближает решения и(т, =), но 
даже теряет асимптотический характер. Действительно, например, при 
т ^^ Е? функции изь(т), согласно (28.8), имеют порядок =-8*-? и, следо- 
вательно, отношение последующего члена ряда (28.5) к предыдущему 
имеет порядок = 3 

Чтобы правильно описать асимптотику решения и(т,=) в окрест- 
ности нуля, сделаем растяжение координаты © = = и обозначим 
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%(Е,=) = ч(Е“Е,=). Уравнение (28.1) после замены переменной име- 
ет вид 
3—2а dv a С} 
ine ды Ч(Е“ 8) = f(e%é). 
В соответствии с соображениями, которые обсуждались в предыдущей 
главе, надо добиться, чтобы оба члена в левой части выписанного урав- 
нения при фиксированном & > 0 имели одинаковый порядок. Так как 
в силу (28.7) g(e%E) ~ €%€, то, следовательно, 3 — 2а =а => а= 1. 
Итак, вблизи начала координат уравнение приобретает форму 
dv 
ae Ч(ЕЕ)и = f(e€), (28.9) 


а асимптотику решения %(&,=) = u(e,c) ищем в виде внутреннего 
разложения 


У(Е, =) = у ЕР (Е), € 0, (28.10) 


k=-1 


где € =e7'x. Этот ряд начинается с члена €~'v_\(€), так как главный 
член внешнего разложения шо(т) ~ =`'&-\, но, конечно, это лишь 
эвристические соображения. Полное оправдание такая запись получит 
только в конце, после строгого обоснования асимптотики. 

Далее надо подставить ряд (28.10) в уравнение (28.9), разложить 
функции 4(=&) и f(e€) в ряды Тейлора и приравнять коэффициенты 
при одинаковых степенях =. Получается система уравнений: 


vi, — €v_1 = fo, 

Е (28.11) 
ug — ик = Дн + So ae ve—j41, k>0. 

j=2 


Равенство (28.2) порождает граничные условия 
ик (0) =0, К>-1. (28.12) 


Теорема 28.1. Система (28.11) имеет единственное решение, 
удовлетворяющее условиям (28.12) в классе функций, растущих не 
быстрее какой-либо степени &; каждая из функций чк(&) имеет на 
бесконечности следующую асимптотику: 


ue(€) SEF Shag, E +00, > 1. (28.13) 
j=0 
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Высказанные утверждения относительно %»(&) вполне естественны, 
так как коэффициенты рядов (28.13) легко вычисляются после фор- 
мальной подстановки рядов в уравнения (28.11). Так, например, 


h-to=—fo, 1№-м= 21-10,  h-12 = 200—1, 
hoo=—fitafo, hoi =-24@й-10 ит.д. 


Что касается решений однородного уравнения, то одно из них 
экспоненциально растет и поэтому не может быть использовано для 
решения задач (28.11), (28.12), а второе экспоненциально быстро 
стремится к нулю, и с его помощью можно удовлетворить краевым 
условиям (28.12). 

Для доказательства теоремы 28.1 нам понадобятся два утвер- 
ждения. 


Лемма 28.1. Если ф(Е) Е С[0; +00) и v(£) = О(Е- №), & — 00, mo 
у уравнения 
lv =v" — fv = 9(€) 


существует решение 5(&) Е C?[0;+00), удовлетворяющее соотно- 
шению 
5(Е) = О(Е №), Е — оо. (28.14) 


Доказательство. Уравнение Эйри %(&)” — Ev(€) = 0 имеет 
(см. $ 24) два линейно независимых решения: 


ОЕ exp (ее) {1 + dae, Е 00, 
k=1 


¥9(6) Вер (3 в”) {1 + yoae rt, бо, 
k=1 


Y(€)>0 при €>0. 
Если y(€) Е С; +00) и |p(€)| < M\é|-%, то требуемое решение 
дается следующей формулой: 


+00 


& ‹ 
16) =; (14 [моно | Yals)ols) ds). у (28.15) 
0 Е 


Лемма 28.2. Пусть функция 9(&) Е С°°[0; +0) и разлагается 
в асимптотический ряд 


9 РУСТЕМ, E> +0. 


j=0 
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Тогда при 0 < & < +00 существует решение уравнения 
"-&=9(0), (28.16) 


которое разлагается в асимптотический ряд 
co 
о SP! Sve, € 5 +00. (28.17) 
j=0 


При этом ряд (28.17) можно многократно почленно дифференци- 
ровать и он является формальным асимптотическим решением 
(ф.а.р.) уравнения (28.16). 


(Под ф.а.р. мы понимаем здесь то же, что и выше: это означает, что 
частичная сумма ряда (28.17) с достаточно большим номером № после 
подстановки в левую часть уравнения (28.16) отличается от правой 
части на O(€~™!), где № — +00 при М = +00.) 


Доказательство. Прежде всего построим формально ряд 
co 


v(é) =e! Ye. Для этого подставим его в уравнение (28.16), 
j=0 

функцию 9(&) заменим ее асимптотическим рядом и получим простую 

рекуррентную алгебраическую систему для Cj, откуда они однозначно 

определяются: со = —90, C1 = —91 + (р- 1)(ф- 2)со ит.д. 

Затем возьмем частичную сумму ВмУ ряда У(ё), где N доста- 
точно велико, и умножим ее на функцию Х(&) Е С° [0; +оо), ко- 
торая равна нулю при & < [и равна единице при & > 2. Обозна- 
чим yw (€) = x(€)BnV. 

По построению функция Fy(£) = g — м = O(€-%) при & > +00. 
Используя формулу (28.15), построим функцию zy (&) — решение ypaB- 
нения [2м = Fy (€). Из соотношения (28.14) вытекает, что 2м(&) быстро 
стремится к нулю при & -+ +00. 

Положим vn (€) = ум(&) + 2м(&) + dw ¥2(€), где постоянная dy вы- 
брана так, чтобы vy (0) = 0. По построению 


luy = 9(6), чм - ВмУ = O(€-"), 


и осталось лишь доказать, что функция Uy не зависит от М. 

Действительно, разность шм(&) = un(€) — эм+1(&) — это решение 
уравнения lwy = 0, шм(0) = 0, функция шк(&) растет при & > +00 
не быстрее степени & и из явного вида общего решения однородного 
уравнения v” — & = 0 вытекает, что wy = 0. Утверждение относитель- 
но возможности дифференцирования ряда (28.17) вытекает непосред- 
ственно из уравнения (28.16). У 

Доказательство теоремы 28.1. Применяя лемму 28.2 
последовательно к уравнениям (28.11), получим утверждения дока- 
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зываемой теоремы о существовании решений и их асимптотики при 
Е +00. У 

Итак, оба разложения — внешнее (28.5) и внутреннее (28.10) — 
построены. Осталось выяснить, являются ли они правильными асимп- 
тотиками решения u(z,€) задачи (28.1)-(28.3) и, если являются, то 
в каких областях. 

Так как при т > 0 функции ик(т) ~ т-3*-\, то ряд (28.5) имеет 
асимптотический характер (т.е. следующий член ряда по порядку 
меньше предыдущего) при x > =“ для любого a, такого что 0 < а < 1. 
Аналогично, так как %»(&) ~ & при & -+ сю, то ряд (28.10) имеет 
асимптотический характер при = < Ед, т.е. при x < ЕВ для любого 
положительного 3. Заметим, что области т > Е ит < ЕВ при а > В 
перекрываются. 

В дальнейшем мы будем использовать следующие обозначения. 


Определение 28.1. Запись А„,»0 (Ас У) означает частичную 
сумму ряда U (У) с членами порядка не меньше О(=”). 


Покажем, что в областях х > =? ит < ЕВ ряды И(т,Е) и У(Ё, =) 
соответственно являются ф.а.р. уравнения (28.1). 
Действительно, 


Le(Adn.2U(z.€)) = f(a) + =", (2) = f(z) + (Е? 9а-3%-3) = 
= f(z) + О(= "+9 -9)) при x >e%, (28.18) 


2 
Le(AngV ве) Е — ale€)AngV = 


2 
НЕА — (Ана) Ане + (еее ем") = 
= Ак) - о дб + O(er*PEnt + ем) = 
ignjgnt? 
#472141 


= f(x) +0(="+108-1), если х<=В. (28.19) 


При выводе последних равенств были использованы уравнения (28.11) 
и оценки функции %;(&), вытекающие из (28.13). 

Ряд У(Е,=) из (28.10) удовлетворяет условию (28.2), а ряд U(z,e€) 
из (28.5), вообще говоря, не удовлетворяет условию (28.3), Для устра- 
нения невязки в граничном условии (28.3) надо к ряду И(т,=) добавить 
ряд W(n,€), в точности такой же, как в § 27 на с. 124 (с заменой =!/? 
на =3/?). 
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Итак, на всем отрезке [0;1] построено ф.а.р. задачи (28.1)-(28.3). 
Поэтому совершенно естественно ожидать, что справедлива следующая 
теорема. 

Теорема 28.2. Пусть а и В — какие-либо числа, такие что 
0<В<а< 1. Тогда построенный выше ряд (28.10) является равно- 
мерным асимптотическим разложением функции и(т,=) — решения 
задачи (28.1)-(28.3) на отрезке [0; ЕЁ], а сумма рядов (28.5) и ряда 
W(n,€) является равномерным асимптотическим разложением то- 
го же решении на отрезке (=°; 1]. 

Для доказательства этой теоремы понадобится прежде всего уста- 
новить равномерную оценку оператора, обратного к дифференциально- 
му оператору (28.1) с условиями (28.2), (28.3). 

Лемма 28.3. Пусть функция w(x) Е С?|0; |] и удовлетворяет 


уравнению 
Те = ew" — q(z)w = (т), 


где q(x) Е С[0; ||, q(x) > 0 при x > 0. Тогда справедлива оценка 


|2) < M(w(0)| + + =? шах (2). (28.20) 
1Е(0;1] 
Доказательство. После замены ш = (2 - 12); для функ- 
ции 2(5) получается уравнение 


Е32" — 2е35(2 — 2”)! 2! — [4(2) + 263(2 — 12): = (2- 2”) 14 (т). 
Из принципа максимума следует, что 


l2(2)| < |z(0)| + |2(1)| + =78 max |ф(т)|, 
z€(0;1] 
откуда вытекает оценка (28.20). у 
Из леммы 28.3, в частности, следует, что для решения зада- 
чи (28.1)-(28.3) справедлива оценка |и(т,=)| < М=-3. Но это грубая 
оценка. Хотя функции и(т,Е) не являются равномерно ограниченными 
при = — 0, но из асимптотического разложения (28.10) вытекает, что 


< = "шах |v_1(€)| + М. 


|u(z,€) 


После того как теорема 28.2 будет доказана, станет ясно, что 
справедлива именно эта оценка и она является точной. 

Далее покажем, что внешнее разложение (28.5) и внутреннее раз- 
ложение (28.10) согласованы между собой следующим образом: 


Ут > 0, п>0 AmeAnzU(z,€) = AnzAmeV(E,€)- (28.21) 


Соотношение (28.21) является центральным в методе согласова- 
ния, примененном к любой бисингулярной задаче. 
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Здесь, как и во всех задачах, рассматриваемых ниже, левая и пра- 
вая части равенства (28.21) — это линейная комбинация элементарных 
функций от х или от & с коэффициентами, зависящими от =. В данном 
примере функции — это степени х или €, а коэффициенты — степени Е. 
После того как левая и правая части записаны в одних и тех же 
переменных (т или &), проверка равенства (28.21) сводится к проверке 
равенства соответствующих коэффициентов. 

Например, в рассматриваемом здесь примере левая часть соотноше- 
ния (28.21) в силу (28.5), (28.8) равна e~! \` &3*-! cy eI, 


3k<n j<m+l 

m = т 

а правая часть в силу (28.10), (28.13) равна >` 2^ У, hy ут ЗЕ. 
= зу 


Отсюда видно, что равенство (28.21) эквивалентно серии равенств 
hej = Cj epi для К? —1, 12 0. 

Нетрудно убедиться в справедливости этих равенств исходя из ре- 
куррентных систем уравнений (28.6) и (28.11), но предпочтем несколь- 
ко видоизмененное доказательство соотношения (28.21), которое при- 
годно и в более сложных случаях. 

Доказательство фактически основано на том, что ряды U(z,€) 
и У(&,=) являются ф.а.р. одного и того же уравнения в разных, HO 
перекрывающихся областях. Для простоты положим n = ЗМ. Из асимп- 
тотики (28.8) видно, что 


АтеАзм» (т.е) = У e'é'BawVil(é), (28.22) 
1=-1 
где И(&) — это ряды 
Vil) = ослы, € + 00, (28.23) 
— 


а значение оператора В», как всегда, означает частичную сумму ряда, 
содержащую члены €~* при $ < р. 
Подставляя Азм„И(т,Е) в левую часть уравнения (28.1), получим 


равенство | 
L-(Azy,2U(z,€)) = f(x) + ЕЗМ+З и (т). (28.24) 


Применим к обеим частям этого равенства оператор Am4+1,¢: 
a 
Am ie(€ за Азмг0 — Ч(Еб) Азы») = 


2 
= Ат (ЕЁ) + Amie | a u(e€, =). 
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Перепишем это равенство, учитывая асимптотическое разложе- 
ние (28.8) и соотношение (28.22): 


Е Sal ar ' (€ Bayi) — Анни ( 3 cetBywM) (dew) = 


t=-1 и jul 
= Анны ле) + Анна 1G -3N- Yan oe). 


В этом соотношении уже нет бесконечных рядов: левая и правая 
части — это конечные суммы членов, каждый из которых — это 
произведение степени & на степень =. Поэтому теперь уже не фор- 
мально, как ранее, а на законном основании можно приравнять слева 
и справа все члены при одинаковых степенях =. Легко заметить, что эта 
процедура, по существу, мало отличается от той, с помощью которой 
были выписаны уравнения (28.11). 

Действительно, уравнение (28.24) отличается от уравнения (28.9) 
только слагаемым =3\+З и (т), и соответствующими слагаемыми бу- 
дут отличаться получающиеся уравнения для &ВзмИ: 

2 
S (€' Baw V-1) — (€'BawV-1) = fo + 03-3), 
2 
за (Baw Vo) ~ €(Baw Vo) = ЛЕ + ФЕ Bow V-1) + 0-2") 
ит.д. Отсюда вытекает, что функции &*\/,,, где И, — ряды (28.23), — 
это ф.а.р. уравнений (28.11) теперь уже при & > +00. А так как в 
каждом из уравнений (28.11) коэффициенты асимптотики при & — +00 
находятся однозначно, то тем самым 


тк (6) = EVE), € 4 +00, 


и выполнены равенства (28.21). 

Приведем еще один наглядный и полезный вид записи основного 
равенства (28.21), который будет применяться и ниже. Выпишем со- 
ставляющие левой и правой частей равенства (28.21) в виде таблицы 
(см. табл. 3). 

В каждой строке таблицы стоит асимптотическое разложение при 
т — 0 внешнего разложения (28.5) =ЗКизк (т): в нижней части каждой 
клетки этой строки помещено, в соответствии с (28.8), ЕЗК су. ja t3k-!. 

В каждом столбце таблицы стоит асимптотическое разложение при 
& — со члена внутреннего разложения (28.10) c*v;(€): в верхней ча- 
сти каждой клетки этого столбца, в соответствии с (28.13), помеще- 
Ho Е 14-9. 
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Таблица 3 


Согласованность асимптотических разложений состоит как раз 
в том, что в верхней и нижней частях каждой клетки стоит одна и та 
же функция! Отсюда и вытекает равенство (28.21), а в нашем частном 
случае верно и обратное. В более сложных случаях значения функций 
в разных частях клеток могут не совпадать — часть слагаемых после 
замены переменных переносится в соседние клетки. Это в основном 
связано с наличием логарифмических членов в асимптотике. Но все- 
гда в расширяющейся системе прямоугольных кусков таблицы сумма 
членов в верхних частях клеток равна сумме членов в нижних частях 
клеток, что и означает равенство (28.21). 

Доказательство теоремы 28.2. По построению функции 
Am,¢A3n.2U(a,€), и в силу асимптотических разложений (28.8), (28.13) 
заключаем, что справедлива оценка 


N 
|Am~eA3n.2U (x, €) — Azgy,2U(z,€)| < My ese! < 
k=0 


< М!="(1+ 8% 2-3) 
и аналогичная оценка для разности вторых производных этих функций. 
Точно так же справедливы оценки 
т 
|Aaw.2AmeV (6, =) — АтдУ (6, =)] < М У = < 
i=-1 


< МЕ (e~'€-! + (€€)™), 
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2 
a (AgwcAmeV — AmeV)| < ME~2N-2(e“le-! + (cg)™). 


Далее построим составное асимптотическое разложение 
Ум(т,=) = Azn,2U(z,€) + Азм.ЕУ (Е, Е) — Azn.eA3n,2U (2, €) + 
+ АзмлИ' (п, =), 


где W(n,€) — погранслойный ряд у правого конца отрезка. Из только 
что полученных неравенств, из оценок (28.18), (28.19) и из основного 
равенства (28.21) следует, что 


|LeYn(z,€) - f| < М= ЗМ +3 -9-1 при x > e7, 
|LeYn(x,€) - f| < Me@N+7-! при д <=”. 


Так как Ум (1, Е) = О(=3№+1), Ух(0, =) = O(e#/£), и > 0, то из сравне- 
ния Ум(т, Е) с и(т,=) и из леммы 28.3 заключаем, что 


[Ум(=, =) — u(z,e)| < Me@X+)m-!) yy 50. У 


На рис.15 для задачи (28.1)-(28.3) при а(т) =sinz, f(r) = 
= - с0зх, € = 1/20 изображены графики следующих функций: (т) = 
= сет, Аз„П = авт + 263 мет (зтт)-3, АУ = e7!v_\(€) + evs (€), 
Уз (т,Е) = A32U + AieV - A3,2A1eV + АзлИ,. Легко выписать явные 


Рис. 15. и(т,=) 
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решения задач (28.11), (28.12): 
+00 & +00 


v-i(6) = m{Bi(@ | Ако + АО || в (0 - У3 | Aico at] 
€ 0 0 
(6) = x{BiC of А [Е v- 49-5] dt + 
& 
ово 5] &- 
0 


+00 3 2 
-АКОУЗ | АО [5-0 -5 at} 
0 


Из теоремы 28.2 вытекает, что всюду на отрезке [0; 1] справедлива 


оценка 
[931 (2, Е) — и(т,=)| < Me* 


Замечание. Аналогично рассмотренному примеру можно иссле- 
довать задачу (28.1)-(28.3) и в том случае, когда коэффициент 4(т) 
положителен всюду, кроме какой-нибудь внутренней точки т = Zo, 
если в этой точке функция g(r) имеет нуль конечного порядка (проще 
всего — нуль второго порядка). Экспоненциальный пограничный слой 
возникает тогда около обоих концов, а вблизи точки то появляется 
внутреннее разложение. Его коэффициентами являются функции от 
внутренней переменной &, которая теперь изменяется OT —со до +00. 
Дифференциальный оператор во внутренней переменной имеет вид 
4 /dé? — Е?т, где 2m — порядок нуля g(x) в точке х = Io. 


$ 29. Процесс согласования асимптотических 
разложений 
Рассмотрим краевую задачу 
Геи = eu" — b(x)u' — q(z)u= f(z), Е> 0, при О<т<1, (29.1) 
и(0,=) = 0, (29.2) 
u(1,€) =0, (29.3) 


где 
b(z) = та(т), а, а, Ге С° [0; 1], 


4(т) > 0, а(т)>0 при те [0;1], а(0)=1, g(0)=y>0. 


$ 29. Процесс согласования асимптотических разложений 143 


Внешнее разложение, как и ранее, будем искать в виде 


О(з,е) = Уи (2), € +0. (29.4) 
=0 


Уравнения для изк(т) имеют вид 


{ves + 4(z)uo(2) = ~f(c), 65 
d(x) ub, + а(т)изк(т) = и («1 (7), Е, у 
Но теперь изк(т) не определяются однозначно из уравнений (29.5). 
Требовать от ряда И(т,=), чтобы он удовлетворял граничному усло- 
вию (29.3), неразумно, так как в точке х =1 легко ликвидировать 
невязку в граничном условии с помощью экспоненциального погранич- 
ного слоя. А на другом конце, в точке x = 0, не удастся удовлетворить 
граничному условию (29.2), так как решения уравнений (29.5) имеют, 
вообще говоря, особенности. 

Поэтому прежде всего исследуем асимптотику решений уравнений 
(29.5) в нуле и выясним степень неопределенности этих решений. Это 
легко сделать исходя из явной формулы для решения уравнения 


lu = ти + а(т)и(т) = F(z) : 


ще) = Ре’ ®две))‘еи+с}, (098) 
1 


где 


E(2) = своде ao}, 


га 


а С — произвольная постоянная. 

Вообще говоря, при гладкой функции F(x) решение (29.5) имеет 
особенность в нуле — оно ведет себя как zr“. Но оказывается, что 
если выбрать постоянную С специальным образом, то решение u(x) 
будет гладкой функцией. 

Всюду при рассмотрении этого примера посредством 3;(т) будем 
обозначать функции из С° [0; 1] и их ряды Тейлора при x — 0, опуская 
индексы там, где это не ведет к недоразумениям. 

Из явного вида решения однородного уравнения Е(т) следует, что 


Е(т) = Е + s(0)| ao} =a2“s,(xz), а [E(z)]~! = r#s9(z). 
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Теперь найдем асимптотику функции (29.6), считая, что F(x) Е 
Е C™(0; 1: 
т 


[оувеу-"ебодая = [пе-1э() dn = 255(2) + о 
1 1 


Отсюда видно, что если выбрать постоянную в формуле (29.6) равной 
(—co), то u(x) € С°°[0; 1. 

Применяя доказанное утверждение последовательно к уравнени- 
ям (29.5) и каждый раз выбирая гладкое решение, построим изк(т) Е 
Е С° [0; 1] и тем самым ряд (29.4). Очевидно, что этот ряд является 
ф.а.р. уравнения (29.1), но он, вообще говоря, не удовлетворяет усло- 
виям (29.2), (29.3). 

Про окрестность точки x = | уже говорилось, а в окрестности точки 
т = 0 положение намного сложнее. Сделаем прежде всего замену пе- 
ременной около этого конца отрезка: x = =“. Так как порядок второго 
члена в уравнении (29.1) после такой замены не меняется, то ясно, что 
надо выбрать @ = | — тогда все три члена в левой части уравнения 
будут иметь один порядок. 

Итак, после замены запишем внутреннее разложение в виде 

co 
V(é&e)= >> eu(€), © 0. (29.7) 


i=-1 


Можно было бы искать асимптотику решения всей зада- 
чи (29.1)-(29.3) в окрестности нуля в виде (29.7). Но так как гладкое 
ф.а.р. уравнения (29.1) в виде (29.4) уже найдено, то проще искать 
решение в виде суммы рядов (29.4) и (29.7). Тогда У(&,=) должно 
быть ф.а.р. однородного уравнения. 

Однако оказывается, что функции v;(€) не стремятся к нулю 
экспоненциально быстро при & -+ со. Более того, мы увидим, что 
ряд (29.4) не является правильным асимптотическим разложением 
решения и(т,Е) внутри отрезка. А если р < 2, то только Ug(x) является 
главным членом асимптотики решения и(т,=) внутри отрезка [0; 1]. 
Уже следующий член асимптотики — это не Е?из(т), а совсем другой. 
Истинная асимптотика решения внутри отрезка [0; 1] — это сумма ря- 
да (29.4) и другого ряда, коэффициенты которого имеют нарастающие 
особенности при x = 0. Так что, несмотря на гладкость функций илк(т), 
задача (29.1)-(29.3) все-таки бисингулярна. 

А теперь вернемся к ряду У (&, =). Однородное уравнение, которому 
этот ряд должен удовлетворять, выглядит так: 


ФУ 


— a(e6) 3 — ебу =0. (29.8) 
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Разлагая коэффициенты в ряды Тейлора: 
co . co . 
а(т) =1+ >> aja’, a(x) = n+ >> ga’, x0, 
j=l j=l 


получим, как и ранее, систему дифференциальных уравнений: 


Ш = ug — £vp — и = 0, (29.9) 
a 4 
= ви, + Do бя 121. (29.10) 
j=l j=l 


Граничное условие (29.2) порождает граничные условия для U_(E): 


v2i(0) = —из(0), 
monte =0, #20. (29.11) 


Далее всюду до конца исследования задачи (29.1)-(29.3) посред- 
co 
ством 0;(£) будем обозначать асимптотические ряды вида )` срё-Р 


при & -+ со, которые допускают почленное дифференцирование любое 
число раз. Индексы у 0;(&) часто будут опускаться. Справедлива сле- 
дующая теорема. 

Теорема 29.1. Существует решение системы (29.9), (29.10), 
удовлетворяющее условиям (29.11), такое что функции + (&) Е 
Е С° [0; 00) и 


и) SE" У о (ОЕ Е, Е. (29.12) 


j=0 


Для доказательства этой теоремы нам потребуются вспомогатель- 
ные утверждения. 

Прежде всего выпишем решение уравнения № = ф и найдем его 
оценку. Известно, что однородное уравнение (29.9) имеет два линейно 
независимых решения, которые мы обозначим Y(€) и У! (5). Для этих 
решений справедливы соотношения 


YOLEM(I+ Ge), E00, YE)>0, 
j=l 


со 
У (6) ее (1 + ae), ass 
j=l 
Легко получить подобную асимптотику из общих свойств решений 
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений (см., напри- 
мер, [16, гл. II, $ 6]), но еще проще выразить решения уравнения (29.9) 
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через функции параболического цилиндра, для которых известны и ин- 
тегральные представления, и асимптотики (см., например, [10], $ 10.2). 
Непосредственно проверяется, что функция 


eo 
v(é) = [УФУ - иду” ao 
& 
является решением уравнения lv = ф, если ф(&) Е С°[0; со) и ф(&) = 
= O(E-%), € + 00, М > и. Из этой формулы видно, что 
v(€) = O(E-%), Е > 0. (29.13) 

Далее докажем лемму, вполне аналогичную лемме 28.2. 

Лемма 29.1. Пусть функция 9(Е) Е С°°[0; 00) и 9(&) = €-#*P In’ € 
при & > 1, где i u р — целые неотрицательные числа. Тогда при 
ЕЕ [0; со) существует решение уравнения 

lu =v" — €v' — pv = g(E), 
которое разлагается в асимптотический ряд 
i+1 | 
u(€) SEM? оО ш Е, Е > +00. (29.14) 
2—0 
Этот ряд можно почленно дифференцировать. 


Доказательство почти полностью совпадает с доказатель- 
ством леммы 28.2: достаточно лишь построить ф.а.р. в виде (29.14). 
Затем надо опереться на оценку (29.13) для остатка и на положитель- 
ность решения У(&) — единственного решения однородного уравнения, 
которое не является быстрорастущим при & — +00. А формальное 
построение ряда (29.14) легко получить, если учесть очевидные соот- 
ношения 


ЦЕИЧРНи) = E-#*P(—pln’ € + сш Е об? In’ € + о Ш E + 
+ сш? 6), 
MEM In! €) = "(ИР Е ав ШИ + cog? In! E + 
+ c3€~? In‘? =). v 
Доказательство теоремы 29.1. Очевидно, что 
(6) = -ш(0)[У(0)] 'У(8. 


Тогда уравнение для 1 (&) имеет вид: Ил = &`#+10(Ё). Затем надо при- 
менить лемму 29.1 к каждому из членов асимптотического ряда o(€) 
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и тем самым построить ф.а.р. уравнения для 11. Применяя к остатку 
оценку (29.13), получим решение 


1 
и ЕН У од ш Е, Е +0. 


j=0 


Добавляя к нему cY(€) с подходящей постоянной с, добьемся удовле- 
творения условия (29.11). Далее точно так же, по индукции, доказы- 
вается существование остальных т; (&) и их асимптотика (29.12). у 

Замечание. В действительности, если учитывать четность по- 
казателей степеней & в появляющихся рядах, то можно заметить, 
что логарифмические члены входят с меньшими степенями, чем это 
утверждается в лемме 29.1 и теореме 29.1. На самом деле асимпто- 
тика функций v;(€) содержит члены In? & лишь при 27 < i. Но чтобы 
не загромождать выкладки, мы записали асимптотику функций v;(E) 
в несколько огрубленном, но зато более простом виде. 


Теперь можно приступать к построению той части внешнего раз- 
ложения, которое должно быть согласовано с рядом У(&, =). Вид это- 
го разложения вытекает из условия согласования: надо рассмотреть 
ряд У(&,=) и формально переписать его во внешней переменной т. 


Получается ряд >) Um(€)Zm(x), где ит (=) — калибровочная последо- 


m=0 
вательность функций, a 2т(х) — формальные ряды при х — 0. 

В нашем примере легко заметить, что иж(=) — это произведения 
ЕЙ+К In! =, [ < К, а внешнее разложение имеет вид 


со k 
Z(z,€) = ЕЁ yet У ‘актив, =—0. (29.15) 
k=0 150 


Осталось теперь только найти функции 2 ,1(2). 

Уравнения для них получаются непосредственно из уравнения 
(29.1): 
(29.16) 


где, в соответствии с (29.15), 1 < К и функции, у которых хотя бы один 
индекс отрицателен, считаются тождественно равными нулю. 

Кроме того, из условия согласования известны асимптотические 
ряды для функций 2к4(т) при т —» 0. Действительно, из асимптотики 
функций %(&) (29.12) следует, что для любых п > 0, т > 0 справедли- 
вы равенства 

AmzAneV(E, Е) = AngAm.2Z" (т, Е), (29.17) 
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где 2*(т,=) — точно такой же ряд, как и ряд (29.15), только вместо 
2к1(т) в нем стоят ряды 


k-l 
=" > 2s;(2) 2, 20. (29.18) 


j=0 


Для иллюстрации этих соотношений удобно воспользоваться 
табл. 4, очень похожей на табл. 3, но имеющей более сложный вид. 

В каждом столбце этой таблицы стоит асимптотическое разложе- 
ние функции = (&) = = #4, (Е) (множитель & выделен только для 
удобства записи) при & — со. Члены этой асимптотики стоят в верхней 
части каждой клетки. (В соответствии с замечанием к доказательству 
леммы 29.1 и теоремы 29.1 в таблице не выписаны те члены асимп- 
тотических рядов (29.12) функций v;(€), коэффициенты при которых 
в действительности равны нулю. Поэтому отсутствуют члены 222, 23.2, 
233 MT. д.) 

По горизонтали стоят асимптотические ряды ='2%:(), 2ь#(т) = 
== #1 2,1(т). Члены этих рядов располагаются в нижней части 
клеток данной строки. 

Видно, что теперь не во всех клетках значения в верхней и нижней 
частях совпадают. При замене Ing = Inz — Ine одна часть выражения 
переходит в ту же клетку, а другая часть — в соседние. Но коэф- 
фициенты рядов Як! строятся так, чтобы соотношения (29.17) были 
выполнены. 

Фактически построение асимптотики решения задачи (29.1)-(29.3) 
закончено. Надо только построить еще функции экспоненциального 
погранслоя у правого конца отрезка. Этот ряд имеет такой же вид, 
как в $24. Только теперь он должен компенсировать невязки как от 
ряда (29.4), так и от ряда (29.13). Так что 


со со k 
И (п, =) = У Еиж(п) +e" УЕ Swer(n)In'e, =—0, (29.19) 
k=0 k=0 1=0 


re n ==`!(1 — 2). 
Построение функций ик(7) и шк((п) очевидно, и мы не будем на 
этом останавливаться. Справедливы следующие теоремы. 


Теорема 29.2. Существуют функции 2к (т) Е С°(0, 1], 21 < К, 
удовлетворяющие системе (29.16) и имеющие при т — 0 асимпто- 
тические разложения 2ь4, определенные формулами (29.18). Таким 
образом, для рядов (29.7) и (29.15) выполнены условия согласования 
(29.17), где вместо 2*(т,=) стоит Z(z,€). 
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(2 up va + Tapp + OF) туз | (т тер Eh) 1-7) | (Sup +79) :-2,3 02,9 
ов. ‚_Это,э 3893 _ 970 2 
(zur vag + O%p)(3 UT ,з)- 1-7"€P(3 UT ,3)— а- тер (9,3) - = "23 Uy ,3 
| | ~ У 
Эщозр,э 3UT ,_3!*p,9 2 UY 32,9 А. 
0'ba(3 м3 
аи) у - | - | means 
Защ 0», э 
(фигур + 179) т,3 (up %tp + 9) х.з 1-71%,3 tl - оаэ 
ую, 95; 1-3!2,3 2-32 103 
aI~vp(2 UT ¢3)— roep(2 Ul .3)— CU 2) = - Гази 
‘ " ея 
3ur3!—*p,3 Эщо®р,э 
(иене) (ищир + '"o)a,3 | (тщоер +94), | (27:3 
из ЕВЕ ыы 2103 
oF = ae! = a a 
ЕО) тр (31:3) р(э 41 г3) _ = Vegauy 2 
Эш .392-'p,9 ВЕНЫ Этораа 
те-юз pes Е = 
a oe Se 2 оз 
oe, 29° 89,3 31% ,9 es 
... рю 2 ge a oz 
rb, eo? 19,3 ail ыы 
Е 0,3 Ч bia 


p епишое |. 
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Теорема 29.3. Пусть а и В — какие-нибудь числа, такие что 
0<В<а< 1. Тогда сумма рядов (29.4) и (29.7) является равно- 
мерным асимптотическим разложением функции и(т,Е) — решения 
задачи (29.1)-(29.3) на отрезке [0;=З]. Сумма рядов (29.4), (29.15) 
и (29.19) является равномерным асимптотическим разложением 
того же решения на отрезке |“; |]. 

Для составного асимптотического разложения справедливы 
оценки 


[Ам.-О (т, =) + Ам-+2(т,Е) + Ам (6, Е) — AncAneV(E,€) + 
+ АмлИ/ (п, 6) — u(z,€)| < МЕ, (29.20) 
где N, —+ со при N -+ со. 


Здесь U(z,€), Z(x,€), У (&,=) и И’(п,Е) — это ряды (29.4), (29.15), 
(29.7) и (29.19) соответственно. 


и 


4 eee 
12 10° 2.10° 5.103 z 
Рис. 16. u(z,€) 


На рис. 16 приведены график решения краевой задачи 


Геи = Е?" вт. — ди = -и (1+1), 


и(0, =) = и(1,=) = 0, 
при = = 10-3 р = 1/5, а также графики некоторых членов асимптоти- 


ческих приближений (т), 20(т) и Uo(E). 
Здесь 


uo(x) = 1+ a —(sinz)~* | (sin t)# dt, 
о 


(=) = —2—#/С(втт)-#, чё) = -CH_,(E/V2), 
c= id + u)/2) 
Г(1/2) ' 
H.(y) — функция Эрмита [10, $ 10.2]. 
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Видно, что второй член ряда (29.4) не играет заметной роли, тогда 
как первые члены рядов (29.7) и (29.15) весьма существенны. 

Интересно отметить, что коэффициент при старшем члене уравне- 
ния на шесть порядков (!) меньше остальных коэффициентов. Тем не 
менее если рассматривать лишь ряд (29.4), то даже далеко от границы, 
в точке x = 1/2, ошибка составит более 20%. Только правильное согла- 
сование внешнего и внутреннего разложений дает удовлетворительный 
результат. 

Действительно, обозначим 


Уе(т) = щ (т) + зо (т) + и (6) +2" СЕ. 


Тогда из теоремы 29.3 и из анализа структуры членов рядов (29.4), 
(29.7) и (29.15) вытекает, что при x < 1 — 6 (6 > 0) справедлива оценка 


\Yue(x) — u(z,€)| < Me#*?| Ine]. 


(Равномерная асимптотика вблизи конца г = | получается добавлением 
ряда (29.19) и не представляет какого-либо интереса.) 

Если рассмотреть оператор Le от У„:(т) и оценить его величину 
при указанных выше значениях д и, то даже грубая оценка приводит 
к неравенству 


[У = (2) —u(z,e)| < 107° при О << 0,99. 


Таким образом, графики и(т, =) и У, (5) на рис. 16 практически нераз- 
личимы. 

Доказательство теоремы 29.2. Прежде всего покажем, 
что ряды (29.18) являются ф.а. р. системы (29.16). Складывая почлен- 
но уравнения (29.9), (29.10), умноженные на =', получаем равенство 


S (Ane¥ (se) ~ 69 (AneV (6e)) еду 66) = 


= ES reve) ее ~ a(eé) ) + >. (©) (Gea ate) 


i=0 


или, в переменной т, 


=? г. (Ат. У (Е, =)) — за(т) (AngV(6,€)) — (т) АнЕУ (6, =) = 


„а ИЕ [Ee нае + )ren(E Vi (2) [So -] 


i=0 
(29.21) 
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Теперь применим к обеим частям этого равенства оператор Ат+и,=, 
учитывая, что 


т 1 
Am+naAngV (E,€) =e" De! 5 Вы-1-в ау Ш Е. 
1=0 j=0 


После этого в получившемся уравнении имеются лишь конечные 
суммы членов вида ЕЁ +1 In) = 1; (т). Приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях =#+ ш7 =, получаем систему уравнений для 
Bn-i-yZ1,j, которая мало отличается от системы (29.16). А именно, 
существует лишь отличие в правых частях уравнений на функции, 
которые быстро стремятся к нулю при x — 0: 

b(z)(Bn—uZo0), + 4(2)Bn—pZ00 = O(z#*"), 5—0, 

(т) (Вь-1-и 21,0); + q(x) Bn-1-pZ1,0 = O(a-#*-), z—0, 
b(x)(Bn—2-»Z2)', + 4(2)Bn—2-pZ20 = (Bn—yZo0) + O(a-#*"), 
z—0, 

и тд. Отсюда вытекает, что ряды 2к41(т) — это ф.а.р. уравне- 

ний (29.16) при x > 0. 


Для завершения доказательства теоремы 29.2 нам потребуется сле- 
дующая лемма. 


Лемма 29.2. Пусть функция F(x) Е С°(0, |] и разлагается 
в асимптотический ряд 


со k 
F(z) = зн! > ak > ак) Шт, 20, 
=0 0 


и этот ряд допускает многократное почленное дифференцирование, 
а ряд 


со k 
Z(2)Sr*'S 2*> ysl т, 2—0, (29.22) 
k=0 j=0 


является ф.а.р. уравнения 
12 = (т)2' + q(z)Z = F(z) (29.23) 


при т —*0. Тогда существует решение этого уравнения 2(т), ко- 
торое разлагается в асимптотический ряд (29.22), допускающий 
почленное дифференцирование любое число раз. 


Доказательство леммы 29.2. Рассмотрим частичную сум- 
му 2м(т) = ByZ. По определению для нее справедливо равенство 


И2м = F(x) + фм(т), 
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где 
фм(т) = О(=№), 240 и Мю при М> <. 


В соответствии с формулой (29.6) построим функцию ум(т) — решение 
уравнения Пум(2) = фм(т): 


uv (2) = B(2) {[6(n) B(0)|- "ew (п), 
0 


где E(x) = )= (lea a) : 


Из оценки функции фк(т) вытекает, что |ум(т)| < М №. 

Положим шм(т) = zn(z) — ум(т). По построению функция шм (т) 
удовлетворяет уравнению (29.23). Осталось лишь показать, что шм(т) 
не зависит от номера М. 

Действительно, дм(т) = шм+1(5) — wn(x) — это решение уравне- 
ния [16м = 0, для которого справедлива оценка |dn(z)| < М ;№. Следо- 
вательно, дм (т) = сЕ(т) и, в силу асимптотики Е(т), постоянная с = 0. 

Возможность почленного дифференцирования ряда (29.22) вытека- 
ет непосредственно из уравнения (29.23). У 

Теперь для завершения доказательства теоремы 29.2 осталось 
применить лемму 29.2 последовательно к уравнениям (29.16) и учесть 
тот факт, что Zz, являются ф.а.р. этой системы. У 

Доказательство теоремы 29.3 проводится по той же схе- 
ме, что и доказательство теоремы 28.2. Надо проверить, что 

а) ряд (29.4) является ф.а.р. уравнения (29.1) равномерно на от- 
резке [0; 1]; 

6) ряд (29.7) является ф.а.р. уравнения (29.8) при т < 1; 

в) ряд (29.15) является ф.а.р. уравнения LZ = 0 при x/e > 1; 

г) ряд (29.19) является ф.а.р. уравнения L-W = 0 на отрезке [0; 1]; 

д) выполнены условия согласования рядов 2(т,=) и У(Е,=); 

е) ряд U(z,e) + У(Е,=) удовлетворяет граничному условию (29.2), 
а ряд О(т,=) + W(n,€) — условию (29.3). 

Утверждение (а) вытекает из соотношения [.(А»„.И(т,Е)) = 
= f(a) че" ш (2). 

Утверждение (6) следует из (29.21): |Le(AneV(E,€))| < Ma” 

Утверждение (в) следует из соотношений (29.16) и (29.18): 


вит а Pend < 
42? 


< Mettnt2 (1 + 5—8"? шп д). 


|Le (AntueZ (т, =))| = 
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Утверждение (д) — это условие (29.17), на основании которого и 
строился ряд 2(т,Е). 

Утверждения (г) и (е) очевидны — они проверяются точно так же, 
как в предыдущих примерах. 

Далее, доказательство оценки (29.20) почти не отличается от до- 
казательства теоремы 28.2. При этом надо учесть, что g(x) > qo > 0, 
и поэтому для решения уравнения Г.4 = ф справедлива оценка 


АС) < (О) + СТ 46 ' max |46(2)|. У 


0<=<1 


$ 30. Асимптотика интеграла, зависящего 
от произведения разномасштабных функций 


В этом параграфе будет рассмотрена асимптотика интегралов от 
функций, зависящих от малого параметра =. Такая задача тесно связана 
с другими задачами, зависящими от малого параметра. Наибольший 
интерес представляет, конечно, сингулярный случай, т.е. тот случай, 
при котором для Е = 0 интеграл расходится. Часто возникает необ- 
ходимость исследовать асимптотику функции, заданной интегралом 
от произведения двух функций с разномасштабными (относительно 
интересующей переменной) аргументами. Ниже разные методики вы- 
числения асимптотики таких интегралов будут продемонстрированы на 
трех различных примерах. 


I. Начнем с интеграла 


0 
где h(x) — гладкая функция. 

При = = 0 интеграл, вообще говоря, расходится. Идея вычислений 
состоит в хорошо известном и достаточно широко распространенном 
методе регуляризации, т.е. вычитания особенностей. 

Прежде всего представим числитель в виде суммы нескольких 
членов ряда Тейлора функции h(x) и остатка: 


A(x) = P5(x) + (h(a) - Ps(z)), 


где 


$ 30. Асимптотика интеграла 155 


Так как h(x) — Рь(т) = О(т5), то 


1 1 
h(x) - Р5(т)  _ [ A(z) - Ps(z) 
| Jane dz | 2 ах + 


В связи с тем что 
1 1 


Vite 2 ТЕНИ += +=*) 


справедливо равенство 


1 1 
h(x) — (т) | _ [ h(x) - Р(т) 4 
| Vive | Zz dz + O(e*) 


и, тем самым, 


1 
dz +| Me) Pt) de + O(¢4), 670. (30.1) 


Далее осталось лишь вычислить асимптотики интегралов 


ыы = | 28, 
г Vat+e4' 


Отметим, что получившиеся после замены переменной интегралы, 
вообще говоря, имеют особенность за счет стремления предела инте- 
грирования к со, поэтому для получения асимптотики этих интегралов 
потребуется еще и регуляризация подынтегральных функций в беско- 
нечно удаленной точке путем ны их особенностей при у -+ CO. 


Поскольку ———— = 1 - sy 4+0O при у — co, то, 

у т sy (у) при у 
обозначив 1 1 
sy (30.2) 
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получим 


1 ИВ | Е 


Sec gy)+1—5y g(y) =O(y~*), yoo. (30.3) 


Итак, 
1 1 gt а 
iG |=Se- м у = 
t= Jone Vite 
= dy — aa —4 _8 2 
= —Е y “(1 y+ O(y~*) ау 
г. | ) 
==" | iy tag =“ + 0(Е8), 20 
A 1+y* 
Далее, 


Следовательно, с учетом (30.3), 


1 со 
he) =| ydy ~Ine~ + get + [ y'glu)dy + O(64), 630. 
1 


\vit+y 8 8 


При 1 < К < 5 имеем 


1 ak ы k 4 
h(.) = ena ЕК! | у`ау 
Tne $ yVvity-4 


Е 


=*- act f ata УЧ ак | и? (1- у + o(y)) dy, = —0. 
0 


vit+y-4 | 
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Следовательно, при 1 < К < 5 с учетом (30.3) получим 


1 
ei к а ef 1 ent = 
ее ‘| у` dy 
ке) == Пи 11-11 2-5 2-5" 
0 


со 
4 =! | y**9(y) dy+ O(e8), € 30. 
1 


Наконец, 
1 со 
4[ у ау a 1,1 4[,3 8 
ве ==| - 1+4 Но ШЕТЕ | Valu) dy + OC, e70. 


vi¢y 4 


0 1 


Объединяя полученные равенства, с учетом (30.1) и (30.2), прихо- 
дим к следующему соотношению: 


1 со 

| В! de poe Вече | ae y+ 
У y 

0 


- ше © -h'(0)) +h'(0) (| eat + ite a) — h(0) + 


п" (4) (5) и 
ОА ‘@) , APO Lh Di+e(* (0 


2 12 72 480 


1 со 
1] yidy _5 | 2 4 
Е —=+ | у9(у 4] +0(=*), =->0, 
24 / 6 
p vite 1 


1 1+1 


где функция 9(у) = ———— -1+5у“ 
Vi+y-4 2 

II. Другой подход к решению той же задачи связан с «методом 
введения вспомогательного параметра». Этот метод также оказывается 
полезным в различных ситуациях. Он к тому же тесно перекликается 
с описанным выше в этом параграфе рассмотрением внешнего и внут- 
реннего асимптотических разложений. Идеи, лежащие в основе этого 
метода, проиллюстрируем на следующем примере. 
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Пусть теперь 


_ [М2 +5+1 
ед = [ Е 
0 


и нас интересует поведение этого интеграла при Е -+ 0. 

Прежде всего отметим, что подынтегральное выражение есть 
pea ane двух функций: g(z) = Уз? +т+1 и h(z/e) == 2х 

(1+ (2/е)—“)-И 1 —с разномасштабными (т и г/=) аргументами. Да- 
at отметим, что «предельная» (при = = 0) подынтегральная функция 
имеет неинтегрируемую особенность в точке x = 0, поэтому, видимо, 
асимптотика функции f(€) начинается не с константы. Наконец, при 
конечных х подынтегральная функция имеет степенное (относительно 
Е и с коэффициентами, зависящими от т) асимптотическое разложение 


М =? п М2 
а = Doane = ao (e/z <1), (30.4) 


Vat +e 
co 
У‘ = (1+0, ag=1, a =-1/2, a = 3/8, 
n=0 


которое перестает быть асимптотическим при т = Е (тем самым непри- 
годно на всем отрезке [0; 1]). 

С другой стороны, при малых х можно получить другое, тоже 
степенное (с коэффициентами, зависящими от & = 1/=) разложение 
подынтегральной функции 


У=2+=+1 = J tne" 
Ум += = er =| 


полученное следующим образом: 


€=a/e <1, (30.5) 


= Vee eee pee 


a ВИ is 
= eet Loe +e€) Fer 2a) (ЕЕ + 1)" = 


1 со 
Е ЩЕ bne"é” 
ever >. 
bo =1, Ш = 1/2, b3 =3/8, by = -3/16, 


Это разложение тоже непригодно на всем отрезке [0; 1]. Таким 
образом, у подынтегрального выражения имеется два естественных 
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разложения: внешнее (30.4) — при конечных т и внутреннее (30.5) — 
при бесконечно малых т. При этом в промежутках вида т Е (ЕР; Е9), 
0<q<p< 1, оба асимптотических разложения справедливы. Эти 
соображения подсказывают идею разбиения отрезка интегрирования 
на два с помощью введения дополнительного параметра р Е (ЕР; Е9), 
O<q<p<l. 

Итак, пусть 


por as aheeansiniens 
Oo 


Vait+et 
we (ЕР; =9), O<q<p<l. 


Воспользовавшись внешним разложением (30.4), получим 


(=, и) => “| = wt dr ¢€—0. 
При этом 
1 1 
anf VeP?t+atl = 4 =" 
| 2+" 2-0(=" | 2+4n =) = o( Sm J 
Г. Г. 


т.е. чем больше ри, тем оценка меньше. При р = =“ получим 


4n 
o( a) = O(einl-2)-2), Е-+0. 


ee 
Воспользовавшись внутренним разложением (30.5) и сделав в ин- 
теграле 1! (Е, и) замену переменной & = х/=, получим 


Ble 


pet! ees ; => 0. 
ae 2 ht | ya® Е 


(ЕЁ)? + ЕЕ + 1 


Т(Е, и) =Е | 2 ИТ 


0 


При этом если n > 2, то 


№/Е г _ ble cit 
en-l | ЕЕ de "2 o(e | rte) =0(e""(4) ) = 
о 0 


—1 
=O(u"™), 
т.е. чем меньше р, тем оценка меньше. При pp = €* получим 


О(и"-!) =. О(Е"- Па). 
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Найдем f(e) с точностью 0(=). Тогда для приближения Ij (ce, 1) 
число слагаемых п надо взять из условия (п -— 1)а > 1, т.е. п! > 
> 1+ Ша > 2, а для 15(Е, и) — из условия 4п2(1 — а) > 1, т.е 
п > (1+а)/(4 — 4а) > 0. Взяв a = 4/7, получим, что для нахождения 
I\(€,) с нужной точностью надо взять п = 3, а для [5(=, и) —п= 1. 
(Разумеется, можно было взять @ любым из (0; 1), но при выбранном @ 
число слагаемых, a priori обеспечивающих заданную точность асимп- 
тотического представления, наименьшее.) 

Итак, при д = €4/7 

1 


he.) = | 


и 


4т+0(=), Е 0. 


V2? и. 
x 


1 
Если подынтегральное выражение в интеграле [ P@) ae не име- 


и 
ет неинтегрируемых особенностей на [0;1] ив точке I= 0 имеет 
степенное асимптотическое разложение F(z) = > A,r", х > 0, то 


асимптотика этого интеграла при и — 0 получается росте: 


1 1 и 1 со 
= _ as e An_ n+l 
[Род = | F(a) de [Раде [Рада Убери, и -0. 
и 0 0 0 n=0 
a/ 72 
Однако в нашем случае функция ОЕ имеет в нуле неинте- 
т 


грируемую особенность. Но 


Ут +т+1 -- = 


поэтому данный интеграл можно регуляризовать путем явного выделе- 
ния особенностей. Функция 


М1? +2+1 1 1 (30.6) 


$(т) = 2 a ae or 


1 1 1 1 1 
2 
я ae = [ое + | [ear 1+ р, 
х 
и 


и и Г. 
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fot de = | p(x) dx 


0 


ot 


1 
p(x) dx = | p(x) dx au + O(€8/7), 
0 


Итак, 
1 

Inu + [9(2)&- is autole), £0. (307) 
0 


а 
2 


(Е, и) = 


При выбранном р надо в выражении для П(=, и) взять три сла- 
гаемых: 


h/e dé oie ede gure Cae 
(Е) ==" | —S +! = , 
1(Е, и) =Е | yesvta | ут + | НТ 
=—0 


и при этом надо найти асимптотику каждого слагаемого с точно- 
стью 0(=). Отметим, что €/p = =З/". 


и 


Если подынтегральное выражение в интеграле [H@a He HMeeT 


0 
неинтегрируемых особенностей на [0; +00] ив точке & = +00 имеет сте- 
пенное асимптотическое разложение H(é) = >> Bné—" при € — +00, 
TO асимптотика при и — +00 снова получается andere: 


+00 +00 


fureag= f meas | но «ef H(6) ag - irene eit 
0 0 и 
и > oo. 


Однако в нашем случае функции, стоящие под интегралами (начи- 
ная со второго), имеют неинтегрируемые особенности на бесконечности 
поскольку при € > | 


Steg a ete tee = 
setup te get Be) = 
ео Fenty, 


и их снова надо убирать. 


6 А. М. Ильин, А.Р. Данилин 
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В первом интеграле особенностей нет, поэтому 


и/Е dé +00 de +00 
= —_ #1 _ = -2 —6 = 
51 | те | aon | €?+0€-%) ae 
0 B/e 
+00 dé 1 +00 dé Я 
=~! ой 15/7) — 5-1 2 й 
: ] a В О ess) „+98 


Во втором интеграле 
E+E)? = +05) при & > +. 


Но первое слагаемое, кроме неинтегрируемой особенности при & = со, 
имеет и неинтегрируемую особенность в нуле, поэтому, обозначив 


(6) = (1+) 1/2 - =", (30.8) 
получим 
ИЕ Е 1 4 +00 ble Oe 
_ ЕЕ -5 ee 
| +1 = ет | vile) de | o 4+ | Е 
0 0 1 1 1 
1 +00 
= |S + | лож+ши- ше + 0”), 
0 +1 1 


Аналогично, B третьем слагаемом 
+e)? =1+0(=—*) при Е, 


поэтому, обозначив 


wert)? 1, (30.9) 
получим 
т, 2% _ То еж = е [ко 7 
о 441 3 ; 3 


je +00 
-e | O€-*)d+u=e | 30% +n +00"). 
0 0 
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Таким образом, 


+00 1 +00 
ved Е hg fT 
ме" | ets i*a(| gett | eae 


+ Inu —SIne+3 Е | o(E) dE + = su +(e). 


Собирая вместе выражения для 11 (Е, м) и 1о(Е, 1) (см. (30.7)) с уче- 
том обозначений (30.6), (30.8) и (30.9), окончательно получаем, что 


1 +00 
\/ 2 
| пе: | dg р 


Ум += Е 


+00 
+5 | Gute? -elyaes Fe | +e)? - 1) e+ 
1 


3 


+o(e), Е-—>»0. 


Теперь уже понятно, как получить полное асимптотическое разло- 
жение 1[(=) — надо слагаемые из внешнего разложения регуляризиро- 
вать в нуле, а из внутреннего — на бесконечности. После интегри- 
рования будут получатся слагаемые вида (с точностью до некоторых 
числовых коэффициентов) e%py°, мб шЕ и Е и п р. При этом гаран- 
тировано, что асимптотическое разложение получится по следующей 
асимптотической последовательности: {=”/7 } + U {e4/7 Ine} F™. 

Однако отсутствие дробных степеней = в рассмотренной части раз- 
ложения функции /(=) наводит на мысль, что их не будет и в полном 
асимптотическом разложении этой функции. Эта гипотеза вполне ра- 
зумна, поскольку аналогичные выкладки с подобными оценками мы 
могли проделать при всех р, близких к 4/7. Тем самым разложения 
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Т1(Е, р) и 1(Е, р) получились бы функциями от параметра р, однако их 
сумма от этого параметра не зависит. 

Действительно, можно проследить, что в рассмотренном примере 
при получении асимптотических представлений с большей точностью, 
все слагаемые, содержащие ри, взаимно уничтожатся. В итоге мы полу- 
чим асимптотическое разложение функции /(=) при = +0 по следую- 
щей асимптотической последовательности: {=" } 1 U {=” ne} t™. 

В общем случае справедлива следующая 

Теорема 30.1. Пусть 

k 
Е(Е, и) = Vasey? In® eIn® р, 
8=1 
где сз, 4; Е NU {0}, a 2+4 £0 при всех s. 
Если }(=) такова, что 


Де) = F(e,u(e)) + Of"), =—0, 
для всех (Е) Е (ЕР; ЕР), 0 < р! < рэ, то 
(Е) =O(e*), =-—>0. 


Эта теорема говорит о том, что если в процессе нахождения ко- 
эффициентов разложения функции f(€) при помощи вспомогательного 
параметра и получаются слагаемые указанного вида, то можно не 
следить за слагаемыми, содержащими р. 

Доказательство теоремы 30.1. Разобъем множество 
функций ase% p> шее eln® р на классы с одинаковыми наборами 
(as,bs). Через (@,6) обозначим общий набор 4-го класса, а через 
Фа(Е, и) — сумму всех функций 4-го класса (q= 1, ...,k <k). 

Тогда фа(е, ЕР) = O* (cate?) Здесь запись 4(=) = О*(=“) означает, 
что 

VB < ape) = (ЕВ) и VB>a, ЕВ =0(4()). 

Поскольку число различных наборов_ (Gq, ba) конечно, TO найдутся 

такие pi, P2 Е (ри; 2), что все числа Gy + б1ри,..., ау + Бури, ai + ЫР›,... 
..,@х + bgp2 попарно различны. Тогда, поскольку 


Е 
Де) = Do фа(Е, =) + O(€%), 1=1,2, &—0, (30.10) 
а=1 
то 


k k 
У ‘фи, ЕР) — D> pale, =) = Ole), © 70. (30.11) 
q=l 9=1 
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Поэтому фа(Е, €?!) = O(e*) Уа = 1,...,k, поскольку слагаемые в пра- 
вой части равенства (30.11) имеют попарно различный точный по- 
рядок малости. Это, в свою очередь, в силу равенства (30.10) дает 
f(e) = О(=“). У 

Отметим, что описанный прием заведомо применим для интегралов 


вида b 


| обе) az, 

a 
где 0 € [a;b], f(z) € C™[a;b], 9(Е) Е С°°(В) и 9(Ё) имеет степенное 
асимптотическое разложение при & — со. 

Ш. Третий пример относится к асимптотике двойного интеграла. 
Если при = = 0 подынтегральная функция имеет лишь одну особую 
точку простого вида, то получение асимптотики интеграла не очень 
сильно отличается от одномерного случая. А если особыми являются 
одномерные многообразия, то вычисление асимптотики значительно 


осложняется. ii 


Рассмотрим интеграл Г(=) = [[ 222 aay, у которого особыми 
ту +Е 
являются два пересекающихся отрезка: х = 0, ОЗу< 1 иу= 0, 0 < 
$5<1. 
Введем обозначение оператора В следующим образом: 
11 


— [[ f@y) 
Bf) = IJ Seu dr dy. 


Предполагая функцию f(x,y) непрерывно дифференцируемой доста- 
точное число раз и используя формулу Тейлора, получим 


Дт, у) = 0,0) + (f(x, 0) — f(0,0)) + (F(0,y) — Л(0,0)) + 
+ (1 (т, у) + 10,0) — Х(,0) — 1(0,у)). (30.12) 
Обозначим 
фи(2) = f(z,0) - / (0,0) =O(z), 5—0, 
42(у) = /(0,у) — f(0,0) =О(у), у—>0, 
р(т,у) = f(x,y) + (0,0) — f(x,0) — f(0,y) = О(ту), ту—>0. 


Тем самым функция f(x,y) представима в виде суммы константы 
и слагаемых вида ф(т) = О(т), либо ф(у) = O(y), либо ф(т,у) = О(ту). 
Осталось вычислить асимптотику интегралов B(g), где g(x,y) — только 
функции указанного выше вида. 
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Найдем асимптотику таких интегралов с точностью О(Е? In? =): 


-2 


11 1 Е 
№ _ [в@+2=)-№(=), of In(1+2) _ 
B(1) “aed no aa oa dy = | BOT) gz = 


-2 =-? 


1 = 1 
с о ем 
z z z 

0 1 1 0 


со =: со 
+ | Be dz — | м, = 


1 en? 


= А+ ; [In (Е-2)] + O(e2), =>0. 


Таким образом, 
В(1) =А+212=+0(=?), € 0, 


где 


1 со ы 
о | BCts Nay. 
0 1 


Если ф(у) = O(y), то 


а км) 


= M(in(1 4 =?) +e? In(1 + 2) ~In(e*)) =O(e2Ine), =-+0. 
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Снова применяя интегрирование по частям и смену порядков интегри- 
рования, получим 


реа (5) 


1 
Е + | ое, 
0 


[dy | © 
[9 


у 
0 0 


Е 


Таким образом, если ф(у) = O(y), то 


1 
B(y(2)) = B(y(y)) = -2 Ine | ок dy + | euiny У dy + O(e? Ine), 
0 


11 
+0(В(=?)) = I] ee drdy+O(e?In?e), ¢ 0. 
00 


Tak Kak 


B(f(z,y)) = B(F(0,0)) + B(yi(z)) + B(ya(y)) + B(o(z,y)), 
то окончательный ответ (с учетом (30.12)) следующий: 


11 1 со J 
il HOY) арду = f(0, [ба de, | Мб Das + 21] = 
0 1 


ryt+e 
oo "И 


~ 2ne( | #20 = Лоо dae | £0 N= 100) 4) 4 
0 


0 


+ 


1 
+] 
0 


1 
(f(a, 0) - (0,0) Ine £00 yin za de + | О-ва, + 


He) + £00) 1.9) ~ LOY de dy + O(e? Ine), © 0. 


а 
| 


(30.13) 
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Поскольку при ф(у) = O(y) 
1 


B(y(2)) = Ви) lie n (25) ay, 


то методами, описанными в предыдущих примерах, можно получить 
асимптотику этого интеграла с точностью до любой степени малого 
параметра =. Если же р(т,у) = О(ту), то 


Bo(z.)) = | MED dedy—eB(o\(z,v)), = (9014) 
00 
re р(т,у) 
pi(z,y) = ag . Поэтому для нахождения асимптотики B(p;(z, y)) 


можно снова применить формулу (30.13), выразив входящие в нее 
функции через исходную, например: 


pi(,0) = 0,0),  pi(2,0) = 2) = 76.0, 


т 
а 
ри, у) — pi(a, 0) = 
_ S(x,y) + 10,0) — Х(т,0) — 1 (0, у) — ул (т,0) + ufy(0,0) 
ту 
Таким образом, формулы (30.14) и (30.13) позволяют получить асимп- 


feu) У) sew с точностью до 


ЗЕ. 


1 
тотическое представление интеграла |] 
0 


любой степени малого параметра =. 


Глава 8 
НАЧАЛЬНАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ ПРИ ПРОИЗВОДНОЙ 


$ 31. Постановка задачи. Построение формальной 
асимптотики 


В этой главе также будет рассмотрено дифференциальное урав- 
нение, сингулярно зависящее от малого параметра Е < 1. Начальная 
задача 


= = т.е), 20 =А, (31.1) 


с одной стороны, конечно, проще, чем краевая задача, рассмотренная 
в предыдущей главе, но ее нелинейный характер порождает дополни- 
тельные трудности. Значительно более общая начальная задача для 
систем дифференциальных уравнений такого типа была исследована 
А.Н. Тихоновым [15] и его учениками. С продолжением этих иссле- 
дований можно познакомиться в книге [4]. Здесь будет исследован 
простейший случай одного уравнения (31.1). 

Прежде всего предположим существование предельного решения 
уравнения, т.е. выполнение условия 

а) существует функция Zo(t), определенная при 0 < t < а, такая что 
f(zo(t), t,0) = 0. 


Предполагается, что функция f(x,t,€) определена на множестве 
Я: {0 <Е<а, О<ЕХ Е, |1| < В}, 


бесконечно дифференцируема на этом множестве, |т0(#)| < В и |А| < 
< В. Самое существенное условие, при выполнении которого будет 
исследована задача (31.1), это так называемое условие устойчивости 


6) of (x,t,€) < —y < 0 Ha множестве (2. 


Из условия (6) следует, что то(ё) Е С° [0; а]. Начнем построение 
асимптотики с внешнего асимптотического разложения, которое бу- 
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дем искать в виде простейшего ряда: 
5 
U(t,e) =) eka (0, &Е—0. (31.2) 
к 


Коэффициенты ряда получаются, как всегда, подстановкой его в урав- 
нение и приравниванием членов при одинаковых степенях малого пара- 
метра. Главный член — это функция Zo(t), упомянутая в условии (а). 

Для того чтобы избежать излишней громоздкости, все дальнейшие 
вычисления будем проводить для того случая, когда функция f(z, t,€) 
не зависит от Е. Исследование задачи (31.1) в общем случае практиче- 
ски ничем не отличается от случая, в котором „= = 0. 

Итак, будем рассматривать —— 


ef = f(z,t) (31.3) 


с начальным условием 

1(0) = А. (31.4) 

Для получения коэффициентов ряда (31.2) надо разложить функ- 

цию f(z,t) в ряд Тейлора в точке Po = (zo(t),t) по переменной г 

при фиксированном +. В результате получаем рекуррентную систему 
м 


Sf (узи = 2, 


О ГА (РозКО = я 


0 (Ва + = Feat ЕР =, ere 


Bf (Руда + ae (Роу + 7 (А + 


Из этой системы в силу условий (a) и (6) последовательно определяют- 
ся все тк(#), так что x(t) Е С° [0; а]. 

Ясно, что построенный ряд (31.2) является асимптотическим реше- 
нием уравнения (31.3). Действительно, обозначим 


м 
тм(®) = УЕ’ ть(), F(t) = o(t) + rw(t) 
k=l 


и рассмотрим выражение Zy == Bult — f(En(t), t). 
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Функцию f(Zn(t),t) = f(zo(t) + rn(t),t) разложим по формуле 
Тейлора в точке Py = (т0(#),$) по переменной x при фиксированном # 
с остаточным членом порядка O(eN+!) (равномерно no t Е [0;а]). В ре- 
зультате в выражении м обратятся в нуль коэффициенты при всех 
степенях = с показателями, меньшими чем № + | (именно так и были 
получены уравнения (31.5)). Поэтому 


2 = f@y(t),t) + Ole"), 


это и означает, что ряд (31.2) является асимптотическим решением 
уравнения (31.3). 

Но этот ряд не является асимптотическим решением всей зада- 
чи (31.3), (31.4) и, тем более, не может быть равномерным асимп- 
тотическим разложением истинного решения на отрезке [0;а], так 
как он даже формально, вообще говоря, не удовлетворяет начальному 
условию (31.4). 

Для того чтобы получить равномерное асимптотическое разложение 
решения, так же как и в предыдущей главе, рассмотрим функции 
пограничного слоя в окрестности начальной точки, где наблюдается 
невязка в начальном условии. Естественное предположение состоит 
в том, что построенный ряд (31.2) хорошо приближает истинное реше- 
ние вдали от начальной точки, а в ее окрестности происходит резкое 
изменение решения и для правильного описания решения надо ис- 
пользовать другую, растянутую независимую переменную. Из простых 
соображений, таких же как и в гл. 7, следует, что новая, внутренняя 
переменная — это т = = 14. 

Асимптотику решения будем искать в виде суммы внешнего разло- 
жения, т.е. ряда (31.2), и внутреннего разложения — ряда 


У(т, =) = У\=^ук(т), =-— 0. (31.6) 
=0 


Для нахождения коэффициентов ук(т) подставим U(t,e) + 
+У(Е-Ч, =) в уравнение (31.3) и учтем, что по построению формально 
выполнено равенство 

=80%6) — FU (t,6),t). 
dt 
Следовательно, предстоит добиться выполнения формального ра- 
венства 


2 аУ(Е Ч, =) 


4 = f(U(t,e) + V(e7't,€), t), 


f(U(t,e),t) + 
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или, что то же самое, 


ye dm) = = #(z0(er) re тк(ЕТ) + yo(T + Ук(т) г) 
k=0 


=1 


- (ге) + Yo etni(er). er). (31.7) 


k=1 


В правой части этого равенства следует заменить функции 7; (ET) 
их рядами Тейлора в точке 0: 


с 2 
ть(Ет) = > Che). 
ar} 


Затем надо разложить функции f в точках то(0) + yo(T) = coo + 
+ (т) и соо соответственно и приравнять коэффициенты при одина- 
ковых степенях =. В результате получается система дифференциальных 
уравнений. Первые два уравнения выглядят следующим образом: 


4 = ешо + yo(r),0) — f(co0.0), 

р of 

Fe = Bq (600 + (г), O)yi(7) + 
(31.8) 


+ (5/ (coo + wo(7),0) — $4 (c00,0)) (carr + сло) + 
F (3 (соо + yo(7), 0) — a (co0,0))r- 


Для компактной записи остальных уравнений разумно ввести обо- 
значения: 


Br) = 2 (0) + (7).0. Anal) = ря Fi (20(0) + vo(7).0), 
Вы) = gia (2 (mo + w(r).0) - 24 (0.0). 


Остальные уравнения системы имеют следующий вид: 


492 = B(r)yo(r) + Вло(т)(созт? + сыт + 10) + 


— Азо(т)ВА(т) + 2m (7)(co,17 + с1.о)] + Авл(т)и(т)т + 
+ Взо(т) (сот + сто)? + Вил (т)(солт + C10) Go Воз(т)т?, (31.9) 
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где функция Сь(т) — это сумма произведений разных полиномов 
от т на гладкие ограниченные функции и на различные степени у; (т) 
при { < К. 


Обратимся к уравнению для (т). Начальное условие для Yyo(T) 
должно компенсировать невязку, возникшую во внешнем разложении, 
так что yo(0) = А - 20(0). В силу формулы конечных приращений 
Лагранжа 


4 = Дело + ¥o(r),0) — F(co0,0) = (ево + 8(7)¥0(7); 0) - wo = P(r) № 


и p(T) < —7 при тех т, при которых |co,9 + yo(T)| < В, что справедливо 
по крайней мере при малых т, поскольку 


[0.0 + yo(0)| = [соо + А — 20(0)| = |A| < В. 


Таким образом, с учетом начальных условий получим 
ии) = (A~20(0))exp( [ p(n) dn) = (A-s0(0))exp(6(r), (1.10) 
0 
где 


В(т) = |) dn < —7т. (31.11) 
0 


В силу (31.10) имеем 
сд + yo(7) = coo + (А — 29(0))е( = coo(1 — ей) + Аей®. 


Поскольку в силу (31.11) её) Е (0; 1), то соо + (т), как выпуклая 
комбинация Cog и А, лежит на отрезке из интервала (—В; В), опре- 
деляемом точками Cog и A, поэтому соо + Yo(T) не может покинуть 
этот отрезок ни при каких т. Тем самым Yyo(T) определено при всех т 
и экспоненциально убывает: 


[уо(т)| < |A — ao(0)|e~7”. (31.12) 
Отметим, что Yyo(T) можно найти в квадратурах: 
Yo 
r= | (F(coo+n.0) ~ f(co0.0))~" dn. 
А- (0) 


Покажем, что при достаточно малых = точка (то(#) + yo(t/e), t) все 
время находится в области определения функции f(z,t), т.е. |то(#) + 
+ yo(t/e)| < В. 

Действительно, в силу непрерывной дифференцируемости функ- 
ции Zo(t) она удовлетворяет неравенству 


|zo(t) — 20(0)| < Mt. (31.13) 
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Поэтому с учетом (31.10) 


zo(t) + yo(t/e) = 20(0(1 — е8 4/5) + Деб) + (a(t) — то(0))е8@/®). 
(31.14) 
Но в силу непрерывности го(#) при всех t Е [0;а] лежит на некотором 
отрезке из интервала (—B, В), поэтому сумма первых двух слагаемых 
из (31.14), как выпуклая комбинация Cog и А, тоже при всех t Е [0;а] 
принадлежит некоторому отрезку из этого интервала. Последнее же 
слагаемое из (31.14) в силу соотношения 


|(ao(t) — 20(0))е8(@/®)| < Мет! = Me(t/e)e~™/* < Mie, 


вытекающего из (31.11), (31.13), равномерно по Ё Е [0;а] стремится 
к нулю при € -+ 0. 

Все остальные уравнения для ук(т) при К > 0 линейные и име- 
ют вид 7 
Ht = В(т)ук(т) + Ge(r), 
где функция В(т) строго отрицательна. Начальные условия для ук(т) 
при К > 0 должны компенсировать остальные невязки в началь- 
ных условиях внешнего асимптотического разложения (31.2): ук(0) = 
= —тк(0). 

Если функции у;(т) при i < К экспоненциально стремятся к нулю 
при т -+ со, то функция С»(т) в правой части уравнения (31.8) тоже 
экспоненциально стремится к нулю. Следовательно, экспоненциально 
стремится к нулю и ук(т) — решение уравнения (31.8). По индукции 
отсюда вытекает, что существуют все решения системы (31.8), (31.9) 
и все они экспоненциально стремятся к нулю при т — со. Построение 
внутреннего разложения — ряда (31.6) — закончено. 

Теперь любая частичная сумма ряда U(t,e) + У(т,Е) удовлетворяет 
начальному условию (31.4). Осталось показать, что сумма И(ЬЕ) + 
+ У(т,=) является асимптотическим решением уравнения (31.3). Это 
означает, что при связи t = ЕТ и Е -+ 0 справедливо соотношение 


N 
ее et Sex) хх et font?) (уе тк(#) +e Ук(т), )t) = 


k=0 


=O(eNt!), (31.15) 


Выше уже пояснялось, что 


é diy (t) 


м) = F@y(t),t) + O(EN*"), 
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м 

где Zy(t) = zo(t) + >> e*z,(t). Поэтому осталось лишь проверить, что 
k=l 

при Е > 0 


N d N 
уе - (ве зву Сени") ~ f(@w(er)er) + 
k=0 k=1 


+O(eN+!). (31.16) 
Tak Kak 


d 
влет + [99% | < Muexp(-r7), 17> 0, 


то равенство (31.16), очевидно, справедливо при t = ET > Ve, т.е. 
прит > =. 

Для того чтобы убедиться в его справедливости при t = ET < \Е, 
надо заметить, что равенство (31.16) почти совпадает с равенством 
(31.7), которое послужило отправной точкой получения уравнений для 
Ук (т). Поэтому следует разложить функции f в соответствующие ряды 
Тейлора до порядка № + 1. Вследствие системы уравнений (31.8), 
(31.9) в равенстве (31.16) пропадут все члены, в которых показатели 
степеней = не превосходят N. При этом остаточный член не будет 
превосходить 


O(eN*! + (ету) = (+0), 


То обстоятельство, что в равенстве (31.16) получена оценка 
O(e2 Nt), а не O(e(N+!)), не играет никакой роли ввиду 
произвольности числа №. Как было замечено еще в $2 (теорема 2.3), 
полученная оценка достаточна для доказательства равенства (31.16). 

Итак, построенный ряд является асимптотическим решением задачи 
(31.3), (31.4). 


$32. Обоснование асимптотического разложения. 
Система уравнений 


Теорема 32.1. Пусть для задачи (31.3), (31.4) выполнены усло- 
вия (а), (6). . 

Тогда при 0 < + < а существует решение этой задачи и постро- 
енный выше ряд U(t,e) + V(e7!t,€) (см. (31.2), (31.6)) является его 
равномерным асимптотическим разложением. 
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Доказательство. Обозначим частичную сумму построенного 
формального разложения через 


№ М 
ива ыы) 
k=0 k=0 


По построению при достаточно малом = справедливо неравенство 
|2м(6=)| < В. Следовательно, функция f определена в точке 
(zn(t,€),t,€) при всех Е < во. Кроме того, соотношение (31.15)) 


означает, что 


Е т — f(zn(t,e), t) = O(eN*!). 


Однако a priori даже не ясно, существует ли решение задачи (31.3), 
(31.4) на всем отрезке [0;а]. Из общей теоремы о существовании 
решения начальной задачи вытекает, что такое решение существует по 
крайней мере в малой окрестности начальной точки. И это решение 
можно продолжать во все моменты времени, пока |f(x(t,€),t)| < В. 

Дальнейшие оценки будут производиться для тех значений $, при 
которых решение задачи (31.3), (31.4) существует. А из полученных 
оценок уже будет вытекать, что такое решение продолжимо вплоть 
до = а. 

Итак, запишем уравнение для разности x(t, Е) — zn(t,€) = шм(Ь Е): 


t,e) = f(x(t,e), t) — f(zn(t,€),t) + рм(Ь=), 


где pu(t,€) = O(eNt!). 
По построению шм (0, =) = 0. Заменяя f(x(t,e),t) — f(zn(t,e),t) на 
Bn (t,€)wn(t,€), где 


Bn(t,e) = г (dx(t,€) + (1-8) 2м(6 =), 0), 0<0<1, 


получим выражение для шм (=): 
t t 
wn(t,e) ==! exp ([ertawine an) ow (68) a6 
о & 
Из условия (6) вытекает, что Вм(Ь=) < —7 < 0 до Tex пор, пока 
|x(t,€)| < В. Следовательно, для этих значений t 
t t 
|wn(t,€)| < MeN | exp (-|e‘van) dé < Му Ем. 
0 3 


Поэтому |zx(t,¢)| < |2м(,=)| + MieN+! < В при всех достаточно ма- 
лых =. Значит, на всем промежутке, где решение задачи существует, 
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выполнено неравенство Вм($,=) < —y < 0, и, следовательно, решение 
может быть продолжено на весь отрезок (0; а]. 

На этом отрезке z(t,€) = 2м(,=) + О(=\+'). у 

Описанная выше методика построения и обоснования асимптотиче- 
ского разложения решения начальной задачи может быть распростра- 
нена и на исследование системы дифференциальных уравнений: 


dx 


Е = (z, z, t), 
42: 32.1 
т = g(z, 2,1), (32.1) 


2(0,=) =A), 2(0,=) = Ag. 
of 


Основное условие устойчивости — неравенство << 0 — 


снова требуется наложить, для того чтобы асимптотика была анало- 
гична рассмотренной выше. Остальные условия (область определения 
функций, их гладкость) такие же, как в случае одного уравнения, и мы 
не будем скрупулезно их перечислять. 

Асимптотические разложения можно строить тем же способом. 
Должно быть выполнено предельное уравнение f(xo(t), 20(#),#) = 0. 
Естественно предполагается, что из этого уравнения можно определить 
Zo(t) как функцию от z(t) и $. Затем эту функцию Z(t) следует 
подставить во второе уравнение и рассмотреть начальную задачу для 
получившегося уравнения относительно Z(t). Таким способом опре- 
деляются главные члены асимптотических разложений решений z(t) 
и 29(t). 

Далее асимптотики строятся в виде суммы внешнего и внутреннего 
разложений (т = e~!t, Е > 0): 


z(t,€) = т0(® + Jett + 3 e*y,(r), 
k=I k=0 


со co 
2(t,€) = z(t) + So ekex(t) + 2 e*y,(r). 
k=l k=0 
После подстановки этих рядов внешнего разложения, 
co со 
ao(t)+ У тетки zo(t) + У Еж, 
= k=l 


в уравнения системы (32.1) и приравнивания коэффициентов при оди- 
наковых степенях = получается простая рекуррентная система диффе- 
ренциальных уравнений. Отличие от случая одного уравнения состоит 
лишь в том, что нельзя искать решения этих уравнений независимо от 
коэффициентов внутреннего разложения. 


178 Гл. 8. Начальная задача для дифференциального уравнения 


Система уравнений для функций ук(т), чк(т) получается так же, 
как и в случае одного уравнения. Однако требование экспоненци- 
ального стремления решений к нулю на бесконечности однозначно 
определяет для них начальные условия. 

Так как 2к(0) + чк(0) = 0 при К > 0, то это определяет начальные 
условия для коэффициентов внешнего разложения. 

Обоснование справедливости построенного асимптотического раз- 
ложения проводится вполне аналогично случаю одного уравнения. 

Мало отличается от рассмотренных выше случаев и задача для бо- 
лее общей системы, которая тоже имеет вид (32.1), но т(Ь Е) и 2(Ь Е) — 
это уже вектор-функции. Условие устойчивости для этой системы 


означает отрицательность вещественных частей матрицы ar" 
of 


Нетрудно заметить, что при положительной производной Bp даже 


в случае одного уравнения решение начальной задачи при малых = не 
продолжается на расстояние порядка больше €, и поэтому нет смысла 
говорить о его асимптотике. af 


В том случае, когда производная а (xo(t),t) отрицательна для t > 


> 0, но при этом of (x9(0),0) = 0, асимптотика решения имеет весьма 
сложный характер. Один из таких примеров разобран в [6, гл. II, $ 3]. 


$33. Промежуточный пограничный слой 


Этот параграф по содержанию примыкает к предыдущему — здесь 
тоже рассматривается задача Коши для обыкновенного дифферен- 
циального уравнения с малым параметром при старшей производной. 
Но в этом примере появляется промежуточный неэкспоненциально 
убывающий пограничный слой и для построения равномерного асимп- 
тотического разложения вновь, как ив $ 29, требуется провести согла- 
сование различных асимптотических разложений. 

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения 


Е o = f(z,u) (33.1) 


с начальным условием 


и(0,=) = Ro, (33.2) 


где тЕ [0;4], Е> 0 — малый параметр, Ro — положительная посто- 
янная. 

Пусть /(т, и) — бесконечно дифференцируемая функция для x Е 
Е [0; 4 и всех значений м и и такая, что 


400,0) = 2140.0) =0, 2/(0.0)=0, 10,0 =-2, (833) 
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f(z,0)>0 при х>0, 


(33.4) 
Pheu и) <const<0 npxrO<adcd, u20. 
Смысл всех этих условий довольно прост: из (33.3) вытекает, что 
вблизи начала координат 


Дт, и) =2—u? + O(2? + ши + м3], 


а условия (33.4) — это достаточные условия существования и един- 
ственности неотрицательной функции що (т), такой что 


f(x, чо(т)) =0 и a (x, uo(z)) <0 при z>0. 


Естественно ожидать, что именно функция (т) является пределом 
решения задачи (33.1), (33.2) при = -+ 0, если, конечно, такое решение 
иг (т) существует. 

Доказательство существования решения u-(x) будет дано немного 
позднее, вместе с выяснением его асимптотики, а пока что формально 
выпишем внешнее разложение решения и.(т) в том же виде, что 
и в предыдущих параграфах: 


U= > cfur(z)- (33.5) 
= 


Подставим этот ряд в уравнение (33.1), разложим функцию f(z, U) 
в ряд Тейлора в точке (т, (т)) и, приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях =, в результате получим рекуррентную систему 
уравнений 


f(z,uo(2)) = 0, (33.6) 
om leds 
du 


=F. oF (e, uo(z))u2 re 5 72 = fig, u(x) Jur, 


я 
“Ei Renta 3 pom У Пе, 


pit...pj=kl=1 
22, р: >0. 

Из условий (33.4) вытекает, как уже было отмечено выше, суще- 
ствование функции ш(т) — решения уравнения (33.6). Из этих же 
условий и из условий (33.3) следует, что uo(0) = 0, uo(x) > 0 при 
т>0и 91 (т, що) < 0 при х > 0. Значит, щ(т) Е С° (0,4, а из 
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уравнений (33.7) последовательно определяются ик(т) Е С°°(0,4] при 
k > 1. Тем самым все коэффициенты внешнего разложения (33.5) 
определены. 


Теорема 33.1. Для функции що(т) справедливо следующее 
асимптотическое разложение: 


(2) = Ve + Saja”, 2—0, (33.8) 
j=2 


и это соотношение допускает почленное дифференцирование любо- 
го порядка. 

Доказательство. Сделаем замену неизвестной функции и 
независимой переменной: ш(т) = у (у), у = Jz. Тогда уравнение 
для и0(т) эквивалентно уравнению у? /(у?, yw(y)) = 0. Обозначим 
левую часть этого равенства через ЁЕ(у, ш(у)). Из рассмотрения ряда 
Тейлора для {(т,и) заключаем, что Е(у, ш(у)) — бесконечно диффе- 
ренцируемая функция при Е В, уЕ [0; Vd]. Кроме того, F(0,1) =0 
и у (0,1) = —2. Отсюда по теореме о неявной функции следует, что 
функция w(y) Е C%[0; Vd]. Переходя снова к переменным х, (т), 
приходим к разложению (33.8). У 

Сейчас исходя из (33.8) выясним асимптотическое поведение всех 
остальных коэффициентов при x -+ 0. 

Будем посредством s;(x) обозначать асимптотические ряды вида 


со 
У qa!/?, z—-0, опуская индексы у $; там, где это не приводит к недо- 
=0 


разумениям. 
Разлагая функцию {(т, и) в ряд Тейлора в нуле и используя (33.3), 
(33.8), получаем соотношения 


Fy (2. uo(2)) = 25 +2s(z), 2—0, 


of? Г 
—— (т, 1(т)) =s;(z), +—0, 122. 
Ou? 
Из этих равенств, из уравнений (33.7) и из соотношения (33.8) 
легко по индукции вывести, что 


ик(т)  1-3^)/25, (2), 20, (33.9) 


и это равенство допускает многократное почленное дифференцирова- 
ние. Таким образом, коэффициенты ик(т) имеют нарастающие особен- 
ности при x -+ 0, т.е. задача (33.1), (33.2) бисингулярна. 

В соответствии с общим принципом приступаем к построению внут- 
реннего разложения в окрестности точки x = 0. Так как вблизи этой 
точки решение и.(т) = Ro > 0, то естественной является замена пере- 
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менной x = cf, после которой левая и правая части уравнения (33.1) 
имеют один и тот же порядок. 
Обозначим те (&) = и:(=Ё) и выпишем уравнение для ve: 


т = f(e€, ve). (33.10) 
Внутреннее разложение имеет вид 
co 
Ved Е (6), =—0. (33.11) 
i=0 


Система уравнений для v;(€) получается обычным способом, после того 
как функция (ЕЁ, ve) в уравнении (33.10) будет разложена в ряд по 
степеням: 


duo _ 
ie f(0, v9), (33.12) 
a= a voor + SE 2 Л (0, w)é, (33.13) 
a5 >. fo, vo)v + ri(€), (33.14) 
где 
a i а-+т 
ri(6) Дог.) УХ трать бое" х 
2<а+т<: 
т>1 


т 
х у II. i>2. (33.15) 
Pit...+Pm=i-q l=1 
р:>0 


Начальные данные также, очевидно, следуют из (33.2): 
1%(0) = Ro, 1%(0)=0 при К> 0. (33.16) 


Решение уравнения (33.12) с начальным условием (33.16) записы- 
вается в квадратурах: 


т а 

хи 

= 3 33.17 

&= | оз ne 
Ro 

Так как из условий (33.3), (33.4) вытекает, что f(0,v) < 0 mprO<v< 

< Ro, то соотношение (33.17) определяет положительную монотонно 


убывающую функцию 1% (&) при & > 0. Из условия om 5, (0, 0) = 0 следует, 
что функция %(&) определена при всех & >On wile) — 0 при & — со. 

Теперь предстоит найти асимптотику %(&) при & —+ со. Посредством 
Р; или Р;к будем обозначать полиномы степени 1. 
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Теорема 33.2. Для функции (Е) справедливо следующее 
асимптотическое разложение: 


oo 
w(é) SE! DEF Pjo(Iné), E00, Poo=l. (33.18) 
j=0 
Доказательство. Обозначим © — “£0, 0) = 67. Тогда для лю- 
бого натурального № 
N+4 
f0,v) = ++ Yok + O(N), v0. (33.19) 
k=4 
Следовательно, 
1 1 = 
St ek UM a yk N+1 
бо) 2% + +0(щ т), 0. 


Подставляя это выражение в (33.17), приходим к равенству 


М№М+1 
€=——ylnu + D> 4% + O()*”), ш-—0. (33.20) 
k=0 


Отсюда вытекает, что vo(£) = O(E-!) и [ю(&)]-! = O(E) при & — со. 


Следовательно, 
In v9(€) = O(Ing), 


7 yinuo , do In’ up и 
ar +3 +0( a ). E00. (83.21) 


Теперь можно применить метод итерации: из (33.21) заключаем, что 
(6) = "+ O(E* Ing), Е — о. 
Подставляя это значение в правую часть равенства (33.21), получа- 


ем, что 
1 yin In? € In*€ 
% +0 +5+0 
"( ага +8 е (= )= 


= 21 +787? ш& + dof? + O(€ Fn? E), Ею. (33.22) 
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Далее можно снова подставить это выражение vo(€) в правую часть 
равенства (33.21) и учесть следующий член разложения: 


In u(£) = In(€“! +9? INE + do€~? + (Ен €)) = 
=—-In€+€'yn€+€7'do + O(€ 7 12 6), E00, (33.23) 


1 
1; 4 Yinw _ dy _ di, g(x)" _ 
(6) (+ Е * +0(#)) 
1 _ ylnv 4, ат Yn? v _ 2140 пло dj 
= а tate 2 В 
In? 
+0("); E>. 


Теперь в правую часть полученного выражения вместо Up и шо 
следует подставить их значения по формулам (33.22) и (33.23): 


w(é)=+-% n (0 +7106, 2 +02?) i 


Е а Е 

do @ (1, yin€ 3? РЕ, 2ydoln€ 
+а+а ты" +9 +0 ый) та’ + 

2 3 

+2+0(%) = popes 4.0 4 Pinte In? € 4 ong di + 

& & é ё # 2 2 г 

In’ € 4 
+0(“=*), £00. 


Продолжая далее по индукции этот процесс последовательных 
асимптотических приближений, можно убедиться в справедливости 
соотношения (33.18). У 

Из явных формул видно, что при y # 0 в асимптотическом разложе- 
нии присутствует бесконечно много членов, содержащих степени ш&. 

Существование решений уравнений (33.13), удовлетворяющих 
условиям (33.16), очевидно. Для каждой из функций 1; уравне- 
ние (33.13) — это линейное уравнение, при условии что определены т; 
при j <i. Таким образом, 1:(&) € С°[0; со), решение записывается 
в квадратурах и из явного вида можно получить асимптотику функций 
vi(€) при & — со. 

Теорема 33.3. Для функций v;(€) при i > 0 справедливы следу- 
ющие асимптотические разложения: 


vi(6) BA SEF Pi (ше), Е > оо. (33.24) 


j=0 
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Доказательство соотношения (33.24) в принципе несложно, 
но требует определенной аккуратности. Для функции %0(&) утвержде- 
ние теоремы уже получено выше (формула (33.18)). Будем посредством 
o;(€) обозначать асимптотические ряды вида 


У`Е2 Ра, Е. (33.25) 


j=0 


Функции ':(&) — это решения линейных дифференциальных ypaBHe- 
ний первого порядка (33.14), правые части которых зависят от функ- 
ций vj(€) с номерами j < 1. Если воспользоваться явной формулой 
для решений т; (&), используя выражения (33.24) для %;(&) при j < i, 
то в асимптотическом представлении v;(€) появятся лишние, слишком 
большие степени In€. 

Дальнейшее изучение асимптотики функций %;(&) при & -+ со удоб- 
но проводить в другой независимой переменной. Такой переменной 
будем считать у = vo(€). Эта переменная изменяется от 0 до Ro. 

Посредством р(у) будем обозначать функции, которые имеют 

со 


асимптотические разложения У` ску* при у — 0. 


k=0 
Так как а = 2 (0,9), то все уравнения для v;(€) при i > 0 
имеют вид ы у 
di _1 of | | р 
= Flom lan OM +(Ey))], (Во) 
Следовательно, 
у 
uily) = f(0, y) | an PO. ri(E(C)) dC (33.26) 
Ro 


Из (33.20) следует, что €(y) = y~! — ylny + p(y). Так как f(0,y) = 
= -У + ply), то 


у 


vi(y) = wala) | (66H! = vim + 0(6)) 4 = 
Ro 


= p(y)y~? + р(уду ny + p(y)y? In? у. 


Посредством Гт(у) будем обозначать функции вида 


> px(y)y* In*(y). 
k=0 


$ 33. Промежуточный пограничный слой 185 


Полученное выражение для vj (у), можно записать в немного более 
общем виде: 1 (у) = у-?Гз(у). Далее докажем, что 


и (у) = у" Гз:-1 (у) (33.27) 


при i> 1. Доказательство проведем по индукции. Пусть форму- 
лы (33.27) справедливы для всех i < п. Тогда из вида формулы (33.15) 


следует, что Tn(E(y)) = у 3"*2Гзи_2 (у). 
Поэтому 


у 
Ри | т. = 
va(u) = Л, о] Fac "© 
у 
= voy) | Ри 26) 46 = у’ "ГКУ. 
Ro 


Окончание доказательства теоремы сводится к замене переменной 
у = 10(&) на первоначальную независимую переменную &. Вследствие 
полученного выше соотношения (33.20) 


59-е" (1+9), 


j=l 
где Р;о(2) — полиномы степени j. 
Е: 


Поэтому шо (&) = —In€ + >` &7Р;1(ш@). Из этих равенств и из 
= 
(33.27) вытекают асимптотические разложения (33.24). У 

Итак, для решения задачи (33.1), (33.2) построены внешнее разло- 
жение (33.5), внутреннее разложение (33.11) и изучены асимптотики 
коэффициентов при x —+ Оипри & -+ со соответственно. Если следовать 
приведенным ранее рецептам ($ 28, $ 30), то осталось лишь проверить 
согласованность рядов U и V и сконструировать составное асимпто- 
тическое разложение. Увы, оказывается, ряды (33.5) и (33.11) между 
собой не согласованы. 

Это видно, например, из того, что в асимптотиках (33.22) при- 
сутствуют ш’&, которые в переменной х переходят в (Inz — ш=)! 
и в асимптотиках (33.9) отсутствует. 

Более того, главный член в выражении =*т;(&) при & > со ра- 
вен =13-! и после переписывания в переменной © он превращается 
в =!-259—1, т.е. появляются отрицательные и растущие по модулю 
показатели степеней =. Не только отсутствует общая область, где оба 
ряда U и\ являются асимптотическими, но, например, при х = =?/3 
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оба ряда теряют асимптотический характер и оба не могут быть поэто- 
му асимптотическим разложением решения и. (т). 

Все это наводит на мысль о том, что существует еще один мас- 
штаб и еще одно асимптотическое разложение решения и.(т) в об- 
ласти, промежуточной между конечными значениями т и конечными 
значениями &. 

Так оно и оказывается. Чтобы выяснить правильные масштабы но- 
вого асимптотического разложения, надо учесть, что уравнение (33.1) 
нелинейное и для него играет существенную роль не только изменение 
масштаба независимой переменной, но и изменение масштаба неизвест- 
ной функции Ue. 

Промежуточный пограничный слой, очевидно, должен находиться 
около точки x = 0. Кроме того, решение ш(х) равно нулю в этой точке, 
а (&) также мало при больших &. 

Итак, можно считать, что решение в промежуточном слое ма- 
ло. Поэтому запишем уравнение (33.1) приближенно, заменяя функ- 
цию f(x, и) главными членами ее ряда Тейлора: 


due 
Е = wou. (33.28) 


Теперь сделаем замену и: = €%w,, х = €9n, после чего получаем ра- 


венство dil 
eltanB Oe wy ЕВ — Pty? 
dn 
Далее надо приравнивать порядки членов в этом равенстве. Заме- 
тим, что внешнее разложение (33.5) соответствовало тому, что главны- 
ми в уравнении (33.28) были два члена в правой части, а внутреннее 
due 2 
—— H U,. 
dz ы 
Так что осталась одна возможность: главными членами должны быть 
due 


Е dx 
же или меньшего порядка, т.е. 2a > В => a > 1/3. Практика показы- 
вает, что в такой ситуации, когда есть произвол в выборе масштабов, 
надо брать крайние значения параметров. В данном случае это будут 
В = 2/3, а = 1/3, что соответствует равенству порядков всех трех 
членов в (33.28). 

Итак, сделаем замену 


х=е?! 31, ие (т) = Зи. (1). (33.29) 


разложение (33.11) означало уравнивание порядков членов = 


ит, т.е. 1 +а- В = В, а оставшийся член u должен быть того 


Ряд для w-(n) должен иметь более сложный вид, чем ряд по 
степеням =!/3. Если мы хотим выполнить условие согласования проме- 
жуточного разложения с внутренним разложением (33.11), то, учиты- 
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вая асимптотики (33.22), надо включить в промежуточное разложение 
степени Ine. 

Как всегда, калибровочные функции асимптотического разложения 
в переменной 7 — это те функции от €, которые содержатся в выраже- 
нии AmyAneV, где У — ряд (33.11), a & и 7 связаны соотношением 
n = e'/3€, что вытекает из (33.29) и из замены x = ЕЁ. Отсюда видно, 
что калибровочные функции — это =*/З In’ Е, где к > 0,0 <1< К, а само 
промежуточное разложение надо искать в виде 


co k 
W = Soe У шп) в =. (33.30) 
k=0 1=0 


Уравнения для ик получаются из уравнения для We, 
dw, 2/3,, 1/3 
say = f(e2/3n,e'4u,), 


после разложения функции f(x, и) в ряд Тейлора: 


dw 
a — n+ wb = 0, (33.31) 
ил 
“dn + 2wo0W1,1 = 0, 
a f(0,0) 1 930,0) meee 
dwio - , ‚ 0) з 
а ЗИ = 1 p25, 400+ 35,8 р 
HT. Д. 
Все уравнения для шк при К > 1 выглядят просто: 
os + 2woowkt = Fei(n), (33.33) 


где функция Рк (7) зависит OT w;,s с меньшими номерами и имеет 
довольно громоздкую форму: 


Вы(т)=- > шумы + 
I<j<k-1 
O0<l<s 
0° q 
1 д; 
ae Fat (0,0) | У. Г + 
9=3 DL ij=k+2-q j=l 
¥s;=1 
1 д2+ч Ч 
+ 2 павтая 60" >. Пин 
<p, 0<а LD ig=k+2—q—-2p j=l 


2<ptq L sj=1 
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Все функции ик.1(7) надо рассматривать при 0 < 7 < co и подобрать 
их так, чтобы ряд (33.30) при 7 — 0 был согласован с рядом (33.11) 
при & -+ со, а при 7 —* со он должен быть согласован с рядом (33.5) 
при z -+ 0. 

Начнем, как всегда, с первого уравнения (33.31). Оно сводится 
к уже встречавшемуся в $ 24 уравнению Эйри после замены 


9) 


woo() = go 


Если g(n) #0, то уравнение (33.31) эквивалентно уравнению 
—-ng=0. (33.34) 


Теперь предстоит выяснить, какому условию при 7 — 0 должна 
удовлетворять функция Wo.o(7). Главный член ряда (33.11) — это 5 (&), 
а главный член асимптотики %0(&) при & — co — это 7! = e!/3q~ 
Следовательно, должно выполняться соотношение 


woo(n) 1" при n> 0. 


Ясно, что для этого достаточно выбрать такое решение уравнения Эйри 
(33.34), чтобы 9(0) = 0, 9'(0) = 1. Из уравнения (33.34) вытекает, что 
9(1) — монотонно возрастающая функция, так что 9(7) > 0 при 7 > 
> 0. Кроме того, из уравнения (33.34) следует, что ряд Тейлора для 
функции g(7) имеет следующий вид: 


в 
9(п) =n+ do gnn**', 0. 
k=1 


Тем самым функция Wo0(7) построена. Для Hee, очевидно, справедливо 
асимптотическое разложение 


woo(n) 1—1 (1+ во), 0. (33.35) 
j=l 


Остальные уравнения (33.31)-(33.33) — это линейные уравнения, 
решения которых определяются с точностью до слагаемого 


Сер (- | 2woo(n) dn) = С9 (п) 


Все эти постоянные находятся из условия согласования ряда (33.30) 
с рядом (33.11). Процедура этого согласования такая же, как в $ 29. 
Каждый член ряда (33.11) надо заменить его асимптотикой (33.24) при 
& — со, перейти к переменной 7 по формуле & = Е-ИЗ и сгруппировать 
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члены при одинаковых степенях € и Ine. В результате этих формальных 
выкладок получится равенство 


со k 
V= By thy We.(n) Ш, 


k=0 


1=0 


где И» (1) — это формальные ряды м вида: 


Wealn 


rh +L dh sin*n, 


(33.36) 


Для того чтобы было легче проверить эти равенства, можно 
воспользоваться табл. 5 коэффициентов асимптотических разложений, 
вполне аналогичной табл. 4 из $ 29. 


Таблица 5 
7. т (0) изв (Е) ибоз(е) 
i 
=! we? wee к. 
pwoo(n) =. = = = 
un Bn Bn 
Е €?Iné wEIn€ wet Ing fs 
и’ прил (п) в = ии - 
| р? тит” и? шрот р’ шит 
т =? we ра 
р wio(n) 2, 4p 2, р 2.4 ay 
рт “Pi (Inn) р пР (Inn) п Pi(Inn) 
eS ne win? € WE In? € 2 
p In? pw o(n) yee = = = 
ln? pn ln? pn ln? ит 
Е шЕ wing р In€ 
3 In pwe,r(n) = = re - 
р Ш 3 -3 3 3 4 
wing Pi(inn) | р’ шитР (inn) | шит Р (№7) |... 
$ #3 из wee cic 
и weo(n) 3 = 3 oF 3,4 my Ба 
pn `Р(т) р nP2(In ) 7 P2(Inn) 


Справедлива следующая теорема. 
Теорема 33.4. Существует решение системы (33.31)-(33.33), 


такое что каждая из функций шь (п) при п — 0 разлагается 
в асимптотический ряд И’, 1(п), задаваемый формулой (33.36). Тем 
самым для рядов (33.30) и (33.11) справедливы условия согласования 


АтлАп У = AngAmnW. 


Предварительно докажем две леммы. 
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Лемма 33.1. Пусть функция w(n) является решением уравне- 


ния dw 


a =n-w' +9(n), (33.37) 


где y(n) Е one 1], Ф(п) = O(n) и w(n) = 7! + O(n?) при п > 
—+0,N>0 

Тогда w(n) — woo(n) = ae при п — +0, где woo(n) — пост- 
роенная выше функция. 


Доказательство. Обозначим 2(7) = w(n) — woo(n). Из урав- 
нений (33.31) и (33.37) получаем равенство 
а 
ав + 2(woo(n) + w(n)) = (0). 
По условию моо(п) + (п) = 2n7' + фи(п), где ф1(п) = O(n”). Обозна- 


т 
чим p(n) =е v0 | oi (9) 49 и умножим уравнение для z на интегри- 


рующий множитель 7?и(п). Тогда 5, (nu(n)2) = 1 u(n)p(n), откуда 
n 


?u(n)2(n) = | 02 u(0)p(0)d0 + с. Так как z(n) +0 при n — 0, то 


0 
постоянная с = 0. Отсюда вытекает заключение леммы. У 
Лемма 33.2. Пусть функция W(n) удовлетворяет уравнению 


du = 
ant 2y(n)w = F(n), 


где функции y(n) и Е(п) принадлежат С°°(0, 1]. Пусть, кроме того, 
F(n) € C™(0, 1), F(n) — Е(п) = O(n”), (п) = O(n-*), y(n) — woo(n) = 
= O(n") npun— +0, N >k+2> 2, где woo(n) — построенная выше 


функция. 
Тогда существует функция w(n) Е С°°(0, 1] — решение уравнения 


а. 
г + 2woo(n)w = Е(п), 


такая что w(n) — (п) = O(nN-*+!) при п > +0. 
Доказательство. Обозначим 2(7) = w(n) — O(n) и выпишем 

уравнение для этой разности: 

d = 

a, + 2моо(п)г + e(n)@(n) = фи(п), 
где (п) = 2woo(n) — 2y(n) = O(n”), viln) = F(n) — F(n) = O(n’). 
Следовательно, . 

а. Е 

ат + 2 (п)2 = ¥(n) = ОП). 
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Умножая это уравнение на интегрирующий множитель 


сз (-2] wo0(8) a) 


Ш 
и интегрируя полученное равенство, приходим к соотношению 


2(п)ехр (=] 10.0(0) a) -| (Е) exp (= 10,0 (9) ao a + с. 
n 0 & 


Отсюда, полагая с = 0 и учитывая асимптотику (33.35) для мо, при- 
ходим к заключению леммы. У 

Доказательство теоремы 33.4. Прежде всего покажем, 
что частичные суммы ряда (33.11) приближенно удовлетворяют урав- 
нению (33.1), т.е. что ряд (33.11) — это ф.а.р. уравнения (33.1), или, 
что то же самое, уравнения (33.10) при х < =?/3. Для этого обозначим 
частичную сумму A,,¢V посредством v9(€) + 2.(&,=) и подставим ee 
в уравнение (33.10). Получится равенство 
& (AneV) — f(e€, AngV) = Rn(E,€), (33.38) 


где предстоит оценить правую часть 


Вы (6,6) = эле a — Деб w0(€) + zn(E.€)). 


i=0 
Разложим функцию f (ef, vo(€) + zn(E,€)) по формуле Тейлора в точке 
(0, vo(€)) с остаточным членом в интегральной форме и тем самым 
представим В„(&, =) в виде суммы: 
Е»(&, =) = Сь(Е, Е) + рп(&, Е), 


где 

п п —k 
GalGse) = Bek Bee Ра es Л, и), 
р»(&, Е) = пене x 


1 


n+l Nn kek n—k+1 
xf nt (ВЕКЕ) + 2n(E,€)) d0 — SE ale!” 


0 k=0 ak) 


| n+ 
х Jo — 0)" еек (0, v0(6) + B2n(€,e)) a8. 
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В силу системы (33.12)-(33.16) в выражении G,(£,€) обратятся в 
нуль все коэффициенты при =^ для К < п. (Собственно говоря, именно 
так, приравниванием коэффициентов при =^ после разложения в ряд 
Тейлора функции f(cé,V), и получались уравнения (33.31)-(33.33). 
Просто в выражении А„(&,=) вместо рядов стоят частичные суммы, 
а отброшенные члены начинаются с ="*+'.) Поэтому Си(&,=) — это 
линейная комбинация членов следующего вида: 


(c€)* Пей (0, (6), (33.39) 


s 
причем i+ Sj, 2п+1. 
Так как, в силу асимптотики (33.24), для v;(€) справедлива оценка 
(8) < M(1 + 6-1), 


а функция vo(€) ограничена, то отсюда вытекает оценка произведений 
(33.39) и всей суммы С„(&,=) при условии, что =З ограничено: 


| (Е,=)| < М=”+1(1 + 68 °+0-1). 


Если c€? ограничено, то ограничена и величина т0(&) + 02н(&, =). 
Поэтому для р»(&,Е) справедлива та же оценка, что и для С’и(&, =). Тем 
самым 


|Rn(E,€)| < М="+1(1 + 8+0-1) при e€3 < const, (33.40) 


и, следовательно, из (33.38) вытекает, что ряд (33.11) — это ф.а.р. 
уравнения (33.10) при x < =?/3 
Теперь надо проверить, что построенные выше ряды И’ 1(7) (фор- 
мула (33.36)) являются ф.а.р. при 7 —+ 0 уравнений (33.31)-(33.33). 
Из способа построения рядов И» (п) вытекает, что 


Зт-1 k 
AmnAngV = = У €*/3 5 Bon 4-1 We(n) Ш Е, 
k=0 1=0 
где B;W означает, как и раньше, частичную сумму ряда W вплоть до 
степени 777 (ср. аналогичную формулу в доказательстве теоремы 29.2). 
Применим оператор Аш,» к обеим частям равенства (33.38). Очевид- 
HO, что 


Зт—1 k 
d _ =2/3 k/3 id 
Amn( ze AngV) =€ >. = 2 Е an (Ban—k—-1We,v(n))- 

Немного сложнее вычислить значения Amy от f(e€,AneV). Для 
этого надо разложить в асимптотический ряд при = — 0 и постоян- 
ном 7 функцию f(e€,AneV), но ясно, что такая процедура совпада- 
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ет с теми формальными действиями, которые привели к уравнени- 
ям (33.31)-(33.33). Таким образом, Ая (46 AngV — fleé, AngV)) = 
это линейная комбинация выражений =^/З ш' =, где К < 3m, а коэф- 
фициентами при них являются левые части уравнений (33.31)- (33.33), 
где вместо Wx,1(7) стоят Взп-к-1 ИЕ). 

Теперь надо применить оператор Атжл к сумме Ви(&, =) = С»(&, =) + 
+ pn(€,€). Функция С»(&,=) — это линейная комбинация выраже- 
ний (33.39); в каждом из них надо сделать замену & = €~'/3y, разло- 
жить в ряд при Е — 0 и сохранить только члены =^/З In! = при К < 3m. 
Из асимптотик (33.24) следует, что 


3m-1 k 
AmnGn(&€) = = S~ = ЗУ vei(n) В, 
k=0 1=0 


где фк(п) = О(п3"-*-). Нетрудно убедиться, что такой же вид имеет 
и Аж при (&, 2). 

Приравнивая в получившемся равенстве коэффициенты при оди- 
наковых степенях e* и Inte, получаем систему уравнений, которая 
отличается от системы (33.31)-(33.33) только тем, что в левой части 
вместо ‘ик1(7) стоят Взп-к-1 Ик.(й), а в правой части вместо нулей 
стоят О(п3"-^-!). Последовательно применяя к полученным уравнени- 
ям леммы 33.1 и 33.2, приходим к заключению теоремы 33.4. У 

Итак, построены коэффициенты ряда (33.30) — функции шк1(7) при 
всех 7 > 0. Осталось теперь проверить согласованность ряда (33.30) 
при 7 —+ со и ряда (33.5) при х > 0. Для этого надо выяснить прежде 
всего поведение функций и%.1(7) при 7 — со. 


Теорема 33.5. Для построенных выше функций шк о(п), являю- 
щихся решением системы (33.31)-(33.33) — справедливы следующие 
асимптотические разложения: 


co 
wro(n) = 7+9 Shan, пою, hoo=1, (33.41) 
j=0 


и эти ряды допускают многократное почленное дифференциро- 
вание. 
При | > 0, s > 0 справедливы оценки 


[jar (т)] < Mexp(-n?). (33.42) 


Доказательство. При К = 0 асимптотика (33.41) вытекает из 
явного представления для функции woo(n) = 9'(n)[9(n)]~', где g(n) — 


7 А.М. Ильин, А.Р. Данилин 
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монотонно возрастающая функция Эйри. Известна ее асимптотика при 
7 — 00 (она такая же, как асимптотика функции 711 (&) из $ 28): 


9(п) = сп exp(3 пу) (1 + Sain), 1 0, 
j=l 


откуда сразу следует асимптотика для функции. 
Выражение для функции w),)(7) выписывается в явном виде из 
первого уравнения (33.32): 


wia(n) = Сехр(-2 | 96) (8-1 48) = свв = 
во} 


Каждая из функций wei(n) при К > 1 удовлетворяет уравне- 
нию (33.33), где Ек1(П) — это полином от 7 и ш;; (п) при i < К. Если 
1> 0, то в каждом из слагаемых Ё»1(7) присутствует хотя бы один 
сомножитель и;;(7) при 7 > 0. Отсюда по индукции вытекает оцен- 
ка (33.42). А для функций шко(1) опять-таки из явной формулы для ре- 
шения уравнения (33.33) по индукции следует асимптотика (33.41). У 


Теорема 33.6. Ряды (33.5) и (33.30) согласованы: для любых 
натуральных т и п справедливы равенства 


Anz Amn(e"3W) = AmnAn,z(U). (33.43) 


Доказательство этой теоремы проводится по той же схеме, 
что и доказательство теоремы 33.4. Сначала доказываются две леммы, 
по формулировке почти совпадающие с леммами 33.1 и 33.2. Отличие 
лишь в том, что вместо асимптотик при 7 — 0 всюду рассматриваются 
асимптотики при 7 — со. Кроме того, в лемме 33.2 слова «существует 
функция ш(7)» надо заменить словами «для любого решения ш(7)», 
так как решение однородного уравнения экспоненциально стремится 
к нулю на бесконечности. 

Далее показывается, что частичные суммы ряда (33.5) приближенно 
удовлетворяют уравнению (33.1), а именно: 


а 7 ~ O(entla—(antl)/2 
Е; Ава И f(t, An aU) = O(€ т ). (33.44) 


При этом одновременно выясняется, что формальные ряды для We,o(7) 
при 7 — со, полученные из сумм А„„0О, являются ф.а.р. систе- 
мы (33.31)-(33.33) при 1 = 0, если считать и; з = 0 для $ < 0. Отсюда 
и из упоминавшихся выше лемм следует условие согласования (33.43), 
так как при {> 0 функции шк1(7) экспоненциально малы на бесконеч- 
ности. 
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Более детальное проведение данного доказательства фактически 
совпадает с доказательством теоремы 33.4. Не будем приводить его 
более подробно. У 

Для удобства обозрения выпишем теперь здесь, в одном месте, по- 
строенные выше ряды 0, У u W, а также асимптотики их коэффициен- 
тов. При этом посредством P;(z) обозначены полиномы от 2 степени не 

k 


co 
выше чем j, посредством s(z) — асимптотические ряды > акл", z — 0, 
k=0 


co 
а посредством 3(2) — асимптотические ряды >> axz*P,(Inz), z > 0. 
k=0 
Итак, 


щ,(т), ик(т) = х0-3^)/2 3, (5), 20, 


ices 

и 
Me 

© 


k=0 
=, и к), Е, 
k=0 
И = Уи (п) In'e, 
k=0 
1 
wea(n) 27'S ‘вы (т) НИТ, 1—0, 
j=0 


wra(n) = n'**se(n79/?), 1 > 00, 


где n = €'/3€ = €-2/3z, 

Теорема 33.7. При всех достаточно малых Е > 0 существует 
функция u(z,e) — решение задачи (33.1), (33.2). Ряды И, ew 
и У являются асимптотическими разложениями решения и(т,Е) 
при = — 0 в тех областях, где эти ряды сохраняют асимптоти- 
ческий характер, т.е. при т > e/3 при Е т < | и при т < =?!3 
соответственно. 

На рис. 17 схематически показаны графики функций и(т,Е), ш(т), 
e'woo(n) и (9. 

Теорема 33.8. Справедлива следующая оценка: 

УтЕ [0;4 |и(т,е) - zn(z,€)| < Mer, (33.45) 


где и(т,=) — решение задачи (33.1), (33.2), у — некоторое положи- 
тельное число, а 
zn(z,€) = Ам,г0 + Ам У + Амл(Е" ЗУ) — Аки(Ам.г0) — 

— Амл(Ам.ЕУ). 
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Отметим, что справедливость теоремы 33.7 сразу вытекает из тео- 
ремы 33.8, если учесть доказанную выше согласованность рядов И, 
e!/3W, У и асимптотику их коэффициентов. 


Рис. 17. u(z,€) 


Доказательство теоремы 3.5. Прежде всего следует убе- 
диться в том, что составное асимптотическое разложение — функция 
zn(z,€) — приближенно удовлетворяет уравнению (33.1) на отрезке 
[0; 4]. Для этого надо рассмотреть функцию 2м(т,=) на различных 
участках отрезка: при 2 < =3/4, при =3/4 < х<=!/? и при =!/? << 1. 
На каждом из этих участков функция 2м(т,=) приближенно равна 
AyV, Амл(ЕМЗУ) и Ак„0 соответственно, а сумма остальных 
слагаемых мала в силу условий согласования (теоремы 33.4 и 33.6). 
(Вместо показателей 3/4 и 1/2 можно было бы взять любые числа a 
и В, лишь бы 2/3 <а< 5/6, 0<В< 2/3.) 

С другой стороны, из самого способа построения рядов и из оценок 
их коэффициентов следует, что частичные суммы этих рядов прибли- 
женно удовлетворяют уравнению (33.1) (см. (33.38), (33.40), (33.43)), 
так что для достаточно больших № 

= — 1(х,2м) = фм(т,Е), где |рм(т,=)| < М="М, yy >0. 

(33.46) 
Точное значение 7, нетрудно установить, но оно для дальнейшего 
изложения несущественно. 

Обозначим ум (т, Е) = 2м(т, =) — и, (т). Так как пока существование 
решения задачи (33.1), (33.2) на всем отрезке [0;4] не доказано, то 
функция ум(т,=) определена лишь для тех значений т, для которых 
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решение и(т,=) существует. Из общей теоремы о существовании ре- 
шения задачи Коши вытекает, что функция и(т,=) существует при 
z € (0; A], где постоянная Л > 0 зависит, вообще говоря, от =. При этом 
решение и(т, =) может быть продолжено на весь отрезок [0; 4], если оно 
равномерно ограничено. 

Будем рассматривать функцию ч(х,Е) на отрезке [0; Л(=)] и дока- 
жем, что ум(т,Е) ограничено (и даже мало). Отсюда сразу следует, что 
решение и(т,=) продолжимо на отрезок [0; 4]. 

Вычитая почленно из уравнения (33.46) уравнение (33.1), получим 
равенство 


= - yw 3 (xz, zn — 9yn) = фм(т,=), 0<0<1. 


Так как по построению Ay eV |e=o = и(0,=) = Ro, то ум (0, =) = О(ЕТМ). 
Интегрируя полученное уравнение для ум и обозначая 


Вм(т,=) = и (x, zn (x, €) — Oyn(z,€)), 


приходим к формуле для ум: 


yn(z,€) ==! [ee =) в [ac =) «) 49 + O(c"). (33.47) 


0 0 


Заключение теоремы сразу вытекает из этой формулы и оценки для 
фм(т,), если только Вм(т,=) < 0. Однако надо учесть, что функция 
Вм(т,=) в свою очередь зависит от функций 2м(т,=) и ум(т,=) и про- 
верка неотрицательности Вм требует некоторых усилий. 

Сначала надо оценить снизу функцию 2м(т,Е). При xz <Е 
функция 


3/4 


N 
AngV > (E+M)-!-M > e8(1 4 8%!) > МЕМ. 
k=1 


(Посредством М, как всегда, обозначаются положительные постоян- 
ные, не зависящие OT 5 ИЕ, а считается достаточно малым.) 
При =3/4 << =!/?, т.е. при =\/? < п < =-6 функция 


An n(e!?W) > 


3N-1 
> (в) _М SS e*/3| Ink e| ый (и +19) > Me!/3, 
k=1 
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Наконец, при x > =!/? функция 


N 
Ам > uo(z) — М УАЗ > u(x) — Ме". 
k=1 


Значит, при x < e!/? функция 2м(т,Е) > Me!/4, a прих > e!/? функ- 
ция zy(z,€) > ш(т) — МЕ! Из этих неравенств и из условий (33.3), 
(33.4) вытекает, что если |2м(т, =) — и,(т)| < МЕ, то при 0<0<1 
of (x, zy(2,€) — 0(2n(2,€) — ue(z))) <0. 
Следовательно, для тех то, для которых справедливо неравенство 
[ум(т,=)| < МЕ при 0 < x < ao, из (33.47) вытекает, что |ум(х,)| < 
< Ме"М-! При достаточно большом М№ отсюда следует неравен- 
ство (33.45). У 

Так как оценка (33.45) справедлива для всех достаточно боль- 
ших М, то из нее и из явной структуры рядов И, У и W вытекает, что 
в этом неравенстве № — любое натуральное число и можно положить 


я = 1/4. 


Глава 9 
МЕТОД ДВУХ МАСШТАБОВ 
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 


$ 34. Постановка задачи. Построение формальной 
асимптотики 


Рассмотрим начальную задачу для обыкновенного дифференциаль- 
ного уравнения: 


4и 2 _ аи 
Ни = Е, ), (34.1) 
и (0, =) =a, г (0,6) =. (34.2) 


Здесь Е — малый положительный параметр, W — положительный пара- 
метр, f(u,v) — бесконечно дифференцируемая функция двух перемен- 
ных в В2. Вопрос заключается в исследовании решения задачи (34.1), 
(34.2) при = > 0. 

Исторически эта тематика восходит к изучению движения пла- 
нет. Если учитывать лишь притяжение Солнца, то планета движется 
по эллипсу согласно законам Кеплера, движение ее периодическое 
и может быть описано уравнениями Ньютона. Однако если учесть 
притяжение со стороны других планет (они малы по сравнению с при- 
тяжением Солнца, являются так называемыми малыми возмущения- 
ми), то в уравнениях появляются малые члены. Поэтому из-за малых 
возмущений движение в действительности является более сложным, 
непериодическим. Отклонения за один период (для Земли это один год) 
от простого кеплеровского движения невелики, но за большой срок (за 
века) они накапливаются. Потребность в вычислении этих отклонений 
(например, для предсказания солнечных и лунных затмений) и порож- 
дала желание изучить влияние малых возмущений. 

Кстати, в результате исследования возмущения движений Урана 
была открыта Дж. Адамсом и У. Леверье «на кончике пера» планета 
Нептун. 

В недавнее время аналогичная тематика получила сильное стиму- 
лирующее воздействие в связи с необходимостью изучения отклонения 
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движения искусственных спутников за время, во много раз превы- 
шающее их периоды. 

Математически совершенно аналогичные вопросы возникают при 
исследовании малых воздействий на любые колебательные системы. 
Многочисленные примеры из механики, электро- и радиотехники и др., 
а также библиография приводятся в [3]. 

Здесь задача будет проиллюстрирована на простейшем уравнении 
(34.1). Невозмущенная задача (34.1), (34.2) (при = = 0) имеет простое 
решение: 
1 (#) = acoswt + 4 sin wt. (34.3) 


Из известных общих теорем для обыкновенных дифференциальных 
уравнений следует, что на любом конечном отрезке [0; to] решение чи. (#) 
задачи (34.1), (34.2) равномерно стремится к решению 1 (#) при Е -+ 0. 
Более того, оно бесконечно дифференцируемо по Е в окрестности точки 
Е = 0 и, следовательно, разлагается в асимптотический ряд по . 


uc(t) = So ekug(t), Е + 00. (34.4) 
к 


Если f(u,v) аналитическая, то ряд (34.4) является даже сходящимся 
при малых €, т.е. Ue(t) — аналитическая функция относительно Е 
(см., например, [12, $$ 17, 21]. . 

Однако a priori неясно, является ли асимптотическое разложение 
равномерным относительно длины to при больших to, и даже неясно, 
существует ли решение и. (#) на достаточно большом отрезке времени. 
Например, существует ли оно на отрезке времени порядка =—!/? или 
ЕЁ или = 2? 

Для того чтобы пояснить возникающие трудности, рассмотрим про- 
стейший пример уравнения (34.1): 


и 
+?и=-2= 
de 


с условиями (34.2). Решение этой задачи (при = < w) имеет вид 
exp (—et)(acos Vw? — Е? t + ——— ee Vw? - =? $. 


Посмотрим, к чему приводит поиск решения в виде (34.4). 

Члены ряда (34.4) легко получаются, если подставить этот ряд 
в уравнение (34.5) и условия (34.2) и затем приравнять члены при 
одинаковых степенях =: 


ио(0) =a, te (0) =b, ш (0) = oe (0)=0 при k>0, 


du 


> (34.5) 
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oe + wu =0, 


Отсюда uo(t) определяется формулой (34.3): 


ш(#) = —at coswt — в tsinwt + % sin wt, 
и и 


up(t) = at coswt + be sinwt + O(t), t— co, 


ит.д. 
Очевидно, что выражение для =®и»(#) будет содержать члены вида 


(et)* (ay, coswt + Ве sinwt). 


Так что ряд (34.4) довольно плохо приближает решение при боль- 
ших значениях времени &, а при # порядка =! ряд вообще теряет 
асимптотический характер: следующий член ряда не является малым 
высшего порядка по сравнению с предыдущими членами. Виновными 
в плохом поведении ряда (34.4) являются непериодические слагае- 
мые вида t* coswt, t*sinwt. Они носят название секулярных (или 
вековых) членов. Этимология термина понятна из того, что сказано 
выше (saecularis — по-латински означает вековой, в астрономической 
интерпретации влияние этих членов сказывается через века). 

Методика построения асимптотического приближения решения за- 
дачи (34.1), (34.2) на достаточно большом отрезке времени основана 
как раз на том, чтобы избавиться от секулярных членов. Она изуча- 
лась в различных математических работах (в частности, в известной 
монографии [3]). 

Материал этой главы опирается на работу [1, гл. 3], математи- 
ческое изложение в которой представляется нам наиболее удачным. 
Как видно из рассмотренного примера, влияние малого слагаемого 
ef(u, @) сказывается за время порядка =-'. Таким образом, харак- 
терным временем медленного изменения параметров основного колеба- 
тельного процесса является так называемое медленное время т = Et. 
Поэтому решение задачи (34.1) будем искать в виде формального ряда 


ешь, т). (34.6) 
k=0 
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Дальнейший план состоит в построении коэффициентов ряда, где 
функции ик(Ь,т) считаются функциями двух независимых перемен- 
ных фи т. Затем предстоит доказать, что построенный ряд (34.6) при 
Т = ЕЁ действительно является асимптотическим рядом для решения 
и. (Е) при Е — 0, равномерным на отрезке [0; Le~'], где значение L будет 
указано в дальнейшем. on 

Период возмущенного колебания — будет всюду обозначаться 
посредством Т. Предварительно докажем очень простую, но весьма 
полезную вспомогательную лемму. 


Лемма 34.1. Пусть F(t) Е С® — это Т-периодическая функ- 
ция. Для того чтобы уравнение 


2. 
a Чи = F(t) (34.7) 


имело периодическое решение, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись следующие равенства: 


сы т 
| F(t) sinwt dt = | F(t) coswt dt = 0. (34.8) 
0 0 


При выполнении этих условий все решения уравнения являются 
Т-периодическими. ') 


Доказательство. Разложим функцию F(t) в ряд Фурье: 


F(t) = a + У (ce cos kwt + dy sin kwt). 
k=1 


Так как F(t) Е С°, то этот ряд абсолютно сходится и неограниченное 

число раз допускает почленное дифференцирование (более того, коэф- 

фициенты ск и ак стремятся к нулю быстрее любой степени К-'). 
Прямой подстановкой легко убедиться в том, что функция 


= 4 Я защ № 
u(t) = р +3 tsinwt — > tcoswt + 


co 
+ ХХ (1 — 22) -1(сх cos kwt + dx sin kwt) (34.9) 
k=2 


является решением уравнения (34.7). 


1) Чтобы утверждение этой леммы было справедливым, конечно, достаточ- 
но лишь непрерывности функции F'(t). Требование бесконечной дифферен- 
цируемости F(t) указано лишь для упрощения доказательства. Кроме того, 
для дальнейшего построения бесконечного асимптотического ряда решения 
иг (Е) все равно потребуется бесконечная дифференцируемость рассматривае- 
мых функций. 
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Так как общее решение однородного уравнения (34.7) — Т-перио- 
дическая функция, то, следовательно, для того чтобы любое решение 
неоднородного уравнения (34.7) было ограничено, необходимо и доста- 
точно, чтобы выполнялись равенства 


т т 
в: = 2 | F(t) coswt dt = 0, d= 2 | F(t)sinwt = 0. 
0 0 


В этом случае в формуле (34.9) обратятся в нуль единственные 
непериодические, секулярные члены. И тогда любое решение будет 
Т-периодическим. У 
Теперь можно приступить к построению коэффициентов формаль- 
ного асимптотического разложения (34.6). Для этого надо подставить 
ряд (34.6) в уравнение (34.1) и учесть, что 
2 2 

494.8 Fy Oat 

dt ot Or’ dt ot 
В результате уравнение (34.1) приобретает следующий вид: 


оо 2 
к ( Oux(t,7) Pur(t.r) , 9 Our(t,7) 2 г. 
ny (Aap +2e hae +Е == +ибщ(Ьт) ) = 


= (t,7) уе ик(Ьт), дшо(е, От бт) 


+ a(Bel) м) 


Далее правую часть этого равенства следует разложить в ряд Тей- 


лора в окрестности точки (ше, т), и и после этого приравнять 


члены при одинаковых степенях малого параметра =. В результате 
получается рекуррентная система уравнений: 


a 
5p tw =0, 
Pu. 2 _ одш ди 
"рее = 2 Fee + 1 (ш, n° 
Pur 2 Gu uo , Of дш 
or НИМ =. + 55 (м au + 
of uo dur Ouo 
+ 55 (м) (Se + Be): 


(34.10) 
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Общий вид уравнения при К > 2 следующий: 


Our 2 a од 1 дик 
де в adr до 


+ 


стон] 


(34.11) 


Теперь будем последовательно решать эти уравнения, предвари- 
тельно выписав для них начальные условия. Эти условия получаются 
подстановкой ряда (34.6) в равенства (34.2) и приравниванием членов 
при одинаковых степенях малого параметра Е: 


1 (0,0) =a, 
ик (0,0) =0, k>0, 
Be (0,0) =8, (34.12) 
Ou (0,0) = = (0,0), k>0. 
Решение первого из уравнений системы (34.10) имеет вид 
uo(t,7) = А(т) cos(wt + B(r)). (34.13) 


В этой формуле т считается фиксированным числом, не зависящим 
от $, так как уравнения системы (34.10), (34.11) — это обыкновен- 
ные дифференциальные уравнения относительно независимой пере- 
менной &, содержащие т в качестве параметра. Из условий (34.12) 
вытекает, что А(0) cos В(0) = a, —wA(0) sin В(0) = 6 и, следовательно, 


A(0) = Ма? +w-?, tg B(0) = -Каш)-". (34.14) 


В формуле (34.13) амплитуда А(т) и фаза В(т) остаются пока неиз- 
вестными функциями, известны лишь их начальные значения (34.14). 
Для определения А(т) и В(т) надо обратиться ко второму из урав- 
нений системы (34.10) и потребовать, чтобы его решение было пе- 
риодическим (а следовательно, и ограниченным). Другими словами, 
надо потребовать, чтобы в решении отсутствовали секулярные члены — 
в этом, по сути дела, состоит основное содержание метода. Согласно 
лемме для этого необходимо и достаточно, чтобы правая часть уравне- 
ния была ортогональна функциям coswt и sinwt на отрезке [0;Т]. 

Обозначим ф({) = wt + В(т). Tak как cos~(t) и siny(t) являются 
линейными комбинациями функций coswt и sinwt и, обратно, coswt, 
sinwt являются линейными комбинациями функций cos y(t), siny(t), 
то условие ортогональности правой части уравнения функциям coswt, 
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sin wt эквивалентно ортогональности функциям с034(#), зш y(t). Такое 


замечание немного сокращает дальнейшие выкладки. Итак, выпишем 
условия ортогональности, учитывая вид (34.13) для uo(t, 7): 


[25 а + (м, Se =.) с08 (8) dt = 


т 
= | Qwa'(r) sin p(t) + 2wA(r)B’(r) cos v(t) + 
0 
+ f(A(r) cos Y(t), -wA(r) sin 4 (9))) cos p(t) dt = 0, 
T 
| eva") sin h(t) + 2wA(r)B’(r) cos (t) + 
0 


+ f(A(r) cos Y(t), -wA(r) sin p(t))) sin p(t) dt = 
Перейдем в этих интегралах к новой независимой переменной 4 = 
= wt + B(r): 
Qn 
| (20 A’ (r) sin + 2wA(r)B'(r) cosy + 
0 


+ f(A(r) cosy, —wA(r) sin p)) cos dy = 0, 


Qn 
| (2wA'(r) sin yp + 2uA(r)B’(r) cosy + 
о 
+ f(A(r) cos, -wA(r) sin 4) sin ф dp = 0. 
Qn Qn Qn 
Если учесть, что | sin? фар = | с05? dy = 7, | sinw cosy dy = 0, 
0 


0 
то получаем два равенства: 


Qn 
2nwA'(r) =- | К(А(т) cos, -wA(r) sin Y) sin а, (34.15) 
0 
Qn 
2nwA(T)B'(r) = - | f(A(r) cosy, —шА(т) зш 4) cospdy. (34.16) 


0 


Равенство (34.15) — это нелинейное дифференциальное уравнение 
относительно А(т) с гладкой правой частью. Согласно теореме о су- 
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ществовании решения начальной задачи [12] для такого уравнения 
существует отрезок [0; Г], на котором задача (34.15), (34.14) имеет 
единственное решение. Это число L будет фиксированным до самого 
конца исследования. Таким образом, на отрезке [0; [] определена ам- 
плитуда А(т). 

Из тривиального уравнения (34.16) для В(т) и из начального усло- 
вия (34.14) на том же отрезке определяется функция В\(т). 

Теперь предстоит найти следующий член разложения (34.6) — 
ш (т). Наложенные выше условия ортогональности гарантируют, что 
при каждом фиксированном 7 € [0; [] все решения второго из уравне- 
ний системы (34.10) ограничены и являются Т-периодическими по $. 
Выберем решение с нулевыми начальными условиями и обозначим его 
через #1 (Ё,т). 

В определении ш1(&,т) остался еще произвол: 


ш (Вт) = щ(Ьт) + Ст) coswt + Di (т) sinwt. (34.17) 


Здесь С!(т) и Di(r) — пока что произвольные функции от т, удо- 
влетворяющие начальным условиям, которые получаются из усло- 
вий (34.12) при k = 1: 


С (0)=0, wD, (0) = - 2% (0,0). (34.18) 


Для определения С!(т) и О!(т) всюду на отрезке [0; [] надо pac- 
смотреть уравнение системы (34.10) при К = 2. Оно имеет следующий 
вид: 


Ou. 2 au of duo 
ae + № =-2 55. = wie + BL (uy, Me) uy + 
of дш | uo 
+ (uo Sie) (5% но =). (34.19) 


of 


Здесь посредством Е обозначается производная функции f по второ- 
му аргументу. 

Выберем и!(&,т) таким образом, чтобы решение этого уравнения 
было периодическим по t. Согласно лемме для этого необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось условие ортогональности правой части 
уравнения функциям coswt и sinwt на отрезке [0;Т]. 

Воспользуемся видом (34.17) для и1(&,т) и выпишем лишь те сла- 
гаемые в правой части уравнения (34.19), которые зависят от 1 (&, т): 


д? и! of 4 Of duo Our _ 
a a)" + 5p (vo a) 

_9 Fi 

2 tar 


+ QwC} (7) sinwt — 2wD}(r) coswt + 
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of (uo, Se) (i +C,(r) coswt + Бит) sinwt) + 


+ $f (ш, 5%) (Se - «С1(т т) ви + wDi(r) coswt). 


Таким образом, упомянутые выше условия ортогональности имеют вид 
2тС(т) = Ви(т)СКт) + В (т)Бкт) + $кт), (34.20) 
2nDi (7) = Rai(r)Ci(r) + Roo(7)Di(7) + S2(7), | 


где Rj; и 5; — это уже известные функции: 


T 
= ь of дш 7 of дш ы 
Ви(т) = [ото om (wo, mt ) cos wt Bu (wo, at )) sin wt dt, 
0 


T 
пы of гу of duo : 
Вр(т) = [( и cos wt == av (uo, 5 Ot =) sinwt Bu (wo, 5 =) sin wt dt, 
0 
т of Ou of 
. Ш 
Roi (7) = Г w sinwt Bo (uo, 5 ) + coswt 5 (ug, 5 5 =) coswt dt, 
о 


S\(r) = | Hi | Fue _ Of (uo uo) 
0 


21 (4g, Ou) (OR + ue )| sinwt dt, 


$(т) = - [fez ge + (шв 


- $F (uo, Se) (= + =) cos wt dt. 

Определим С! (т), О! (т) kak решение системы (34.20), которое удо- 
влетворяет начальным условиям (34.18). Поскольку для С! (т) и О! (т) 
получились линейные системы, то все решения этих систем определе- 
ны всюду, где определены входящие в нее функции, в том числе шо, 
т.е. Ha [0; L]. 
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После этого все решения уравнения (34.19) ограничены и любое 
его решение определяется с точностью до слагаемого C2(T) coswt + 
+ Do(r) sinwt. Из условий (34.12) при К = 2 опять-таки определяются 
начальные значения для Сэ(т), Do(r). А из условия ограниченности 
ug(t,7) получается система уравнений для Со(т), Do(r), которая отли- 
чается от системы (34.20) лишь правыми частями 51 (т) и 52(т). 

Далее процесс продолжается неограниченно. В результате могут 
быть построены функции ик(Ёт) для всех К > 0, так что ряд (34.6), 
в котором т = ЕЁ, формально удовлетворяет уравнению (34.1) и началь- 
ным условиям (34.2). При этом каждая из функций ик (т) определена 
и ограничена при 0 < # < =-1Г. 

Теперь предстоит доказать, что построенный ряд (34.6) действи- 
тельно является асимптотическим разложением решения задачи (34.1), 
(34.2) на отрезке [0;e~'Z] (а заодно и доказать не вполне очевидное 
утверждение, что на таком большом отрезке существует решение этой 
нелинейной задачи). 


$35. Обоснование асимптотического разложения. 
Уравнение Ван дер Поля 


Теорема 35.1. Пусть L — число, определенное в предыдущем 
параграфе, а ux(t, т) — построенные там коэффициенты формаль- 
ного асимптотического разложения (34.6), где т = e7't. Тогда при 
всех достаточно малых € на отрезке [0;Е—\Г] существует решение 
иг (#) задачи (34.1), (34.2) и для любого натурального N справедлива 
оценка 


ше (#) aS ur(t,et)| < MeN*!, te [0;Е Ш, 
k=0 
где постоянная М не зависит от Е и 4. 


Доказательство. Введем обозначение 


М 
R(t) = ue(t) — )>eFug( tt), 


k=0 
опуская для простоты индексы Е и Му этой разности. Найдем Ha- 


2 
чальные данные для R(t) и значения o +? В. Из условий (34.12) 
и уравнения (34.1) вытекает, что 


в(0)=0, 420) = --¥+' 2% (0,0), (35.1) 
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2 2 bt 
в. +в = ый. (м. +d ekug(t,et) ) - 
dt dt em 


N 
и? (wot т) + У eFur(t, г) + 


k=1 


af d 
+ef (wot т)+ Феи ей +80, [uot т) + 


м 
+ >> cFug(t,et) + (| ). (35.2) 
k=l 

Правую часть этого равенства удобно представить в виде двух 
слагаемых Ho(e,t) и cH (c,t, В, a), где 


м 
Ho(e, t) = -£ (с т) + у еше) - 


k=1 


N 
-w? (wt т) + С) +ef (wt т) + 


k=1 


N d N 
+> ekun(t,et), = [ot т) + Уи) ). 
k=1 


k=1 
a 


N 
H(et, Rit), =) = (бе) + У e*ug(t,et) + 
= 


N 
+ R(t), 4 [uot т) + > ЕАщь(Ь, et) + nio]) = f(t т) + 


k=1 
N d N 
+o eFur(t.et), a [vot tT) +) ‘Ешь “t))). (35.3) 
k=1 k=1 


В выражении для функции Ho(e,t) надо разложить функцию f 
в ряд Тейлора в окрестности точки (Uo, ra с остаточным членом 
порядка N + 1. Заметим, что согласно построению функций ик(&,т) — 
решений системы системы (34.10), (34.11) — правая часть равен- 
ства (35.3) обратится в нуль, если формально разложить функцию f 
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в бесконечный ряд Тейлора (именно так и строились уравнения систе- 
мы (34.10), (34.11)). Поэтому при разложении ее в конечную сумму 
с остаточным членом взаимно уничтожатся все слагаемые, которые 
не содержат К и в которых показатель степени = меньше чем М + 1. 
Следовательно, Ho(e,t) = =\+\С (в, 1), где Gy(e,t) — гладкая огра- 
ниченная функция на отрезке [0;=-1Г). 

Из гладкости функции f(u,v) и из ограниченности всех функций 
‘ик ($, т) вытекает, что при 


dR 
IR@|+|Fo| <1 (35.4) 
на отрезке [0;e~!Z] справедливы оценки 


H(e, t, Rw), 2 (9) <M (IRO| + a ()), 


| (e.t, во, SE (0) - H(c.t. Rat), (0) | < 


в _ aR 
< м, (|Ri(t) - вк + |F# ® - 52 (0). 
Здесь и всюду далее постоянные М; не зависят от Е и $. 
Уравнение (35.2) можно записать в виде 


8 +wR=eN*1Gy(e,t) +2H(c,t, R(t), &). (35.5) 

Вопрос о существовании решения задачи (34.1), (34.2) Ha отрез- 
ке [0;=-1Г] эквивалентен вопросу о существовании решения зада- 
чи (35.2), (35.1) на том же отрезке. 

Ниже будет доказано существование решения этой задачи стан- 
дартным методом последовательных приближений, а заодно и будет 
получена оценка R(t). Из известной общей теоремы следует существо- 
вание решения начальной задачи на некотором (может быть, малом) 
отрезке [0; to]. aR 

Правую часть = (35.5) eN+!Gy(e,t) + cH(c, t, Rit), 3) 


обозначим Р(ЬЕ, в,4 —-). Таким образом, если на некотором а 
[0; to] справедливо соотношение (35.4), то на нем же справедливы 
следующие неравенства: 


[Е (ее, a) < Мм + Mpe(|R(O)| + Bl), (35.6) 


|F(te, R(t), 2 (9) - F(t.e, Rat), (4) | < 
< 


м» (в — (|+ on Ча - (|. (35.7) 
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Запишем систему интегральных уравнений, эквивалентную задаче 


(35.2), (35.1): 


t 
| sin (t- OF (6,,R(6), 2 a (6)) d0, 

р (35.8) 
Bip R'(0) cos wt + | совы! ~ 8 F(6,¢,R(), <i (6)) 48 

0 


|: 
w 


Метод последовательных приближений состоит в последовательном 


вычислении функций R;(t), an (t) по формулам 


Ва = ео sinwt + 2 | sinw(t - 6)F (0,€, В 6), (6) a8, 


0 
О = RO )cos wt + | совых t-0)F (6, Е, R;(8), as (6) а, 
dRo | ea 
Ro(t)=0, 40 =0 aaa 


Обозначим z;(t) = |Ri(t)| + АО] так что z(t) =O при Ё Е 
Е [0;e7'Z}. 
В силу соотношения (35.1) и оценок (35.6) 


t 
вы < Met! 4-(14071) || Р@,, В), SH (6))| dB < 
0 
t 
< MeNt + (1+ м [С + Myex;(0)) dO < 
0 


t 
< MeNt+! + (1 tw!) Мое, + Mee | (6) 48 < 
0 


t 
< Mye% + Ме | 2() 46. 
0 


Следовательно, 21 < МзЕМ < 1 при всех t € [0;e7'L] и достаточно 
малых =. 
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Так как на отрезке t € [0;e~'L] выполнено условие 21 < 1, то на 
этом отрезке справедливы и неравенства (35.6), (35.7). Итак, 


t 
22 < МзЕМ + Ме | Ме\ 49 = Mge% + MoMgeNt't < 
0 


< MgeN (1 + MyL) < МзЕМ ем = MseN < 1 


при всех t € [0;='Пи=<а = А/1/М5; 


t 
< Мз=\ a Mee | (Mae + М МзЕМ+10) а9 = 
0 


= Ме” (1+ Myet + MX (Мей (Meg) < MyeNeMl = Mge® < 1. 
Далее по индукции легко проверяется, что 


if. oes i 
< Ме" ¢ +e Bet) < MyeNeMi*t < MyeNeMl = Msc <1 
a7 


при всех t € [0;e~'L] we < 50. 

Итак, неравенство |R;(t)| + ae (8) < М.М доказано для всех i > 

20,t<e'L. 

Аналогично проведенной выше оценке доказывается равномерная 
сходимость функций В:;(#) и их производных на отрезке [0;=—'Г]. Для 
этого достаточно рассмотреть 


Ya(t) = |Risa(t) — Ra(e)| + | (4) - ЧС] при i > 0. 


Из оценок, рассмотренных выше, следует, что Yo(t) = 21(#) < Mge%. 
И F 


Из (35.7), (35.9) вытекает неравенство ++ 1(#) < Ма | $6) dé приз > 


0 
i 
> 0. По индукции получаем оценку: 4;(#) < Мет Mey 


Поэтому ряды 


вони 9-80) 480 (48 (@ — A (Q) 


=0 0 
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co 
МЕ 
мажорируются рядом M3e% > ( р y = MgeN eM” и, следовательно, 


j=0 
при i — со равномерно сходятся к R(t) и any 


Предельные функции, очевидно, удовлетворяют системе (35.8) и 


соответственно. 


|8 + зе aR < Ме ЕМ. 


Тем самым доказаны существование решения задачи (34.1), (34.2) на 
отрезке [0; ;-'Г] и оценка 


N 
ue(t) — )>eFua(t, et)| < Ме 
k=0 


Вследствие произвольности номера N тот факт, что в получившей- 
ся оценке вместо N +1 стоит N, несуществен (см. эквивалентность 
определений асимптотического ряда $ 2, теорема 2.3). У 


Замечание 1. Необязательно требовать гладкости функ- 
ции f(u,v) на всей плоскости. Достаточно потребовать этого лишь 


в некоторой окрестности значений ш(Ьт) и te (t,7). Вместо 


бесконечной дифференцируемости также можно ограничиться лишь 
конечным числом производных функции f(u,v). В этом случае, 
разумеется, вместо бесконечного асимптотического ряда будет лишь 
асимптотическое приближение из конечного числа слагаемых. 


Замечание 2. Все построения и основная теорема справедливы 
и для ne случая, когда правая часть уравнения (34.1) имеет вид 


ef (и, —, :), где f — гладкая функция своих аргументов, а начальные 
значения (34.2) также гладко зависят от =. 


Замечание 3. Решение и его асимптотическое разложение по- 
строены на отрезке порядка =-'. На большем отрезке, вообще говоря, 
не существует решения задачи (34.1), (34.2). Но даже если оно су- 
ществует, исследование его асимптотики требует привлечения других 
методов (см., например, [8]). 


Замечание 4. После замены т = et задача (34.1), (34.2) перехо- 
дит в задачу на конечном отрезке для уравнения с малым параметром 
при старшей производной: 


ат 


Тем самым исследования этой главы перекликаются с исследованиями 
предыдущей и последующей глав. 


у wuss (u %), О<т< Г. 
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В качестве примера рассмотрим известное уравнение Ван дер Поля 
—+и\ии= (l-w)= (35.10) 


которое при определенных условиях описывает колебания в электрон- 
ных генераторах [3]. Если = < 1, то к уравнению Ван дер Поля 
применима рассмотренная выше теория. 

Здесь f(u,v) = (1 - и?)и, при малых = > 0 кривые на фазовой 


4и 
плоскости (u, =) — это медленно изменяющиеся «окружности», 


изображенные на рис. 18. Однако очень трудно из вида возмущения 
=(1 — w)ov, угадать, как будет вести себя эта кривая при больших 
значениях времени. 


Рис. 18. Фазовый портрет решений уравнения Ван дер Поля 


Тем не менее доказанная выше теорема сразу дает ответ на этот 
вопрос. Система уравнений (34.15), (34.16) для данного примера имеет 
следующий вид: 


Qn 
2nwA'(r) =- fa — А?(т) cos? 4) (-мА(т) sin p) sin y dy, 
0 
Qn 
2nwA(r)B'(r) = - fa — А?(т) cos” p)(—wA(r) sin 4) cos 4. 
0 


Из первого уравнения имеем 


2A"(r) = A(r) - AGP 
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из второго уравнения — В’(т) = 0. Начальные условия (34.14) опре- 
деляют 


B(r) = const = —arctg 2. А(0) = B= Va? + Bw-?. 


Решение уравнения для A(T) записывается через элементарные 
функции: 


А? 
аА?(т) _ 49 А(т)* 2 | 4dz 
dr A‘(r) 4 ’ A ar @ 2(4 — =)’ 
в? 


ое"? 


(er — 1+4. 


Итак, на отрезке [0; =—'Г] решение уравнения (35.10) с начальными 
условиями (34.2) равно A(t/e) соз (и + В) + O(e), где функция А(т) 
и постоянная В выписаны выше. Любопытно, что независимо от на- 
чальных данных амплитуда A(T) -+ 2 прит -+ со (см. рис. 18.) 

Из уравнений (34.20) для C\(r), и(т) и из аналогичных уравнений 
для Ск(т), Ок(т) можно явно в квадратурах найти все следующие чле- 
ны асимптотического разложения решения задачи (35.10), (34.2). Так 
как в данном примере уравнение для А(т) разрешимо для всех т, то 
постоянную Ё можно выбрать любой сколь угодно большой (но фикси- 
рованной!). При t == =-? построенный ряд уже не приближает решения 
задачи (35.10), (34.2). Для того чтобы получить равномерное прибли- 
жение решения при t = €~*, требуются более сложные алгоритмы [7, 8]. 


А(т) = 


Глава 10 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
С БЫСТРООСЦИЛЛИРУЮЩИМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 


$36. Постановка задачи. Построение предельного 
решения 


Большое число прикладных задач связано с изучением сплошных 
сред, у которых наблюдаются частые изменения свойств материала. 
Многие из них описываются дифференциальными уравнениями, коэф- 
фициенты которых испытывают быстрые колебания. Наиболее частые 
применения такой теории относятся к исследованию поведения так 
называемых композитных материалов, состоящих из чередующихся 
материалов с разными свойствами. 

Значительное число публикаций за последние 30 лет относится 
к математическим аспектам данной проблемы. Познакомиться с глубо- 
кими результатами по этой теме можно по монографиям [2, 5, 11, 13, 
14, 18]. 

Здесь мы рассмотрим простейшую модельную нелинейную краевую 
задачу для обыкновенного дифференциального уравнения: 


£(o(2)$) ан). в 
u(0) = u(l) = 0, (36.2) 


где Е — малый положительный параметр, а(&), а(т,&), (т, &) — гладкие 
периодические функции с периодом 1 по переменной &, а функция а(&), 
кроме того, строго положительна. 

Будем всюду считать, что € = х. где N — большое натуральное 
число. 

Так же как в предыдущей главе, будем искать решение как 
функцию от двух независимых переменных: медленной переменной г 
и быстрой переменной & = = В этом случае 


d_ 0,10 
de br ТЕ Be 
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а уравнение (36.1) для функции u(z,é) приобретает следующий вид: 


Ou a(é) Ou | ди , др(и) 
Fat a Е Onde ож): aes 


+! = aa Е (Pu) +9(т,&)и = f(z,€). (36.3) 


а(6 


Как и ранее, будем искать решение задачи в виде ряда: 
oo 
2,6) =) etur(a,€). (36.4) 
k=0 


Подставим этот ряд в уравнение (36.3) и приравняем коэффициенты 
при всех степенях =. При этом будем требовать, чтобы все функции 
ик (т, &) были периодичны по переменной & с периодом 1. 

Коэффициент при =-? равен 


5 (a6) $2) =0, 


следовательно, a 
«(её = (+). 


Функция а(&) положительна, поэтому, если C(x) #0, то функция 
uo(z, &) либо строго возрастает, либо строго убывает по переменной &. 
В этом случае она не может быть периодической по переменной &. 
Следовательно, C(x) = 0 и чо (т, &) = (т). 

Представим функцию р(и) в виде ряда Тейлора: 


P(u) = р(шо(т)) + p'(uo(x)) [ew (т, €) + Е’из(т,ё) +...) + 


+ вы) [Еш(т, Е) + €7uo(z,€) +... +... 


Приравнивая коэффициенты при e~! и учитывая, что (т, &) = 
= 1(5), получаем уравнение 


a'(¢) + 5 (ae) Fe) =0. 


Следовательно, a 
a(e) % + a(¢) би Е = Bol), 


где Bo(x) — пока неизвестная функция. 
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Если разделить обе части последнего равенства на а(&) и найти их 
среднее по ан [0; 1], то, поскольку в силу периодичности среднее 


функции —— ве равно нулю, получим равенство 


че = uBo2), те Bo(2) = чо, 
1 
где p= Jer dé. Поэтому 
0 
дш _ duo 
Е 
где i 
— 1 а = 
846) = am) [4 0. (36.5) 
Тогда 


u(x, €) = ©) S + Ai(2), 


dui(z, Е) 
Ox 


где Aj (x) — опять-таки пока неизвестная функция, a 


= 76) fy + Ai(2), 


7(§) = | 408) ds. (36.6) 


eet коэффициенты при €°, получаем уравнение 


a(e) о ое) Pee + (ед) чае Set + See) + 


+ 5 шо) +4, ш = fag). (86.7) 


Далее возьмем среднее от обеих частей полученного уравнения, 
обозначая через [Te интеграл по & по eee (0; 1]. Если еще учесть, 
что 

Pu 


Su = ale oe, 


TO получим равенство 


& 4 & 
[a], <3 + [208], + [a'r], 8 


У ьш = 
= [1,9] 
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Так как 
1 
[a+ 208 +a'y],, = | (als) + = - 2a(s) + 0'(s)7 (s)) ds = 
0 
1 , 1 
ap [as ) ds + a(s)7(s) - | a(s)6(s) ds = 
о о 
1 1 
ie x — 
oi [teh Jo ay )ds=- 
то в результате получаем уравнение для Uo(z): 
id + Pleo) + (т, uo = [5] (36.8) 


Под функцией u(r > г понимать далее решение уравнения 
(36.8) с граничными условиями (36.2). (Вопрос о существовании 
и единственности такого решения будет рассмотрен позднее, а пока 
будем считать, что функция ио(т) определена.) 
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Далее будем строить последовательно все члены асимптотического 
разложения (36.4). Для этого снова обратимся к уравнению (36.7). 


Заметим, что в этом уравнении уже получены некоторые слагаемые. 
Обозначим уже определенную функцию 


g1.1(%6) = (6) oe + рае +4'(6)(6) ‘x + 
* Чи xP (шо) (Е) a) + q(x, £)uo — f(z, Е) = 


= (alg) + за) + 0'(e)r(@)) £2 + PL) + 


(шо) В 2 = +9(т,6)щ — т,8. 


Из уравнения (36.7) следует, что 


[(2, 0]. =0, 2 9,0 + р (©) 52) + (АК) =0. 
Следовательно, у 
а (©) ба + a(€)Ai(2) = 9a (2s) + Bile) = - | зл(1, 5) ds + Bi(2), 
0 


220 Гл. 10. Дифференциальные уравнения 


где 921(т,ё) — уже определенная функция, 92.1(2,0) = 92.1(2,1) = 0 
а Bi(x) — пока еще не определенная функция от т. 

И в дальнейшем посредством 9:к(т,&), 9к(т,&) и hy (x) будем обо- 
значать функции, которые уже определены к данному этапу построе- 
ния коэффициентов ряда (36.4). Таким образом, 

диз 1 ’ 1 
= ae) - А) ЕВ 2). 
ae ae 9246 ) 1(2) 1(2) 

После осреднения этого 7s ine получаем соотношение Aj (x) = 

= рВи(т) + № (т), где hi (x) = [8 (© 921 (т «=, . Следовательно, 


Out = АКВ) АН(е) + es вала, — да, = BI AN(c) + 9 (2.4), 


где [9з.(т,&)] = 0, а B определяется ae (36.5). 
Положим и2(т, €) = y(€) А! (т) + Ao(x) + 9.1(т, &), где y задано фор- 
мулой (36.6), а 


€ 
941 (т,&) = [в.а 94.1(2,0) = 441(т,1) =0, 
0 
oe 


Be = VE)AT (2) + Ad(a) + 95,1(2, €). 


Теперь можно приступать к определению А!(т) и, тем самым, 
к определению и; (5, &) — следующего члена ряда (36.4). 
Для этого в уравнении (36.3) приравняем коэффициенты при Е: 


a(e) бо + 2 (alg) Se) ное Se + Ч) + 


+ Е (шо) + (wel) 6) +9(т,)ш =0. (37.1) 


Подставим в это равенство полученные выражения для (т, &), 


9? u2 out 
an ae’ —— и, проведя осреднение, получим равенство 


[a+ 208 + a’y] pA (x) + + Sells) + + [a(z, ENepA 91 (2), 
или, что то же самое, 


= 1 (2) + 


бр (вол) + [a(a, Oe А! = 91(2). 


Граничные условия для функции А! (т) имеют следующий вид: А! (0) = 
= A, (1) = 0, так как второй член разложения и (т, :5) должен Геи 


нулю на концах отрезка, uj (т, &) = А! (т) +(e) 8% = a 7(0) = (1) =0. 
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Итак, уже построены функции и (т), ш1 (т), выяснено, что 
из (т) = Ao(z) + go2(t,€), — 902(т,0) = go,2(z, 1) =0, 


где Ao(x) — пока еще не определенная функция, и уравнение (36.3) 
после подстановки ряда (36.4) справедливо с точностью до =. Кроме 
того, уравнение (37.1), которое получается приравниванием коэффици- 
ентов при =, имеет вид 

д диз А» _ = 

дЕ (а(&) ЗЕ) +9'(9 5. =912(2,6) и [91.2(2.€)]., = 9. 


Далее построение функций ик(т, &) проводится по индукции. Пусть 
все коэффициенты и;(т,&) при 7 < К - 1 определены таким образом, 
что после подстановки ряда (36.4) в уравнение (36.3) оно обращается 
в тождество с точностью до О(=^-!). Кроме того, пусть известно, что 


ux(z,€) = Ак(т) + 90к(т,&), 90к(т,0) = gor(z,1)=0, — (37.2) 


Е (a(6) SH) +4 SE = ал, (873) 


[ик(е, 2] „=0. (37.4) 


(На данном этапе эти условия выполнены при К = 2.) 
Из равенства (37.3) следует, что 


a(g) “He + a(€)Ap(2) = ВЫ) + (т, ®), дить) = Фак (в,1) =0. 


Так же как и ранее, после деления на а(&) и осреднения получается 


равенство 
Ау (т) = иВь(т) + he(2). 


Следовательно, 
ти = (oy - 1) Mele) + ища, ©) = ВОЛИ) + о, ), 


[9зл(т, 8) = 0, 
ик+1 = 7(&) А%(2) + Anti(z) + 94к(т,&), 9ак(т,0) = 94к(т, 1) а 


Далее будем опускать индексы у ранее определенных функций 9 
в тех случаях, когда нет необходимости уточнять какие-либо их 


свойства: Bei |. г 
Ge = WOAR() + Ак (т) + 9(т,8), 


где 7(&) определено формулой (36.6). 
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После дифференцирования этого равенства по т получаем следую- 
щее соотношение: 

& Uk+1 

Ox дЕ 


После подстановки ряда (36.4) в уравнение (36.3) и приравнивания 
в обеих частях уравнения коэффициентов при Е* получается равенство 


о бы 2 (a(e) a) +a'(g) See + 


= BAx(x) + 9(2, €). 


об + 


+ eee О (uo) Uke + —5—^ Е be 2) шик +...] +.. :) + 


+ q(x, €)u = 95,4(z, €). 


E & Uk+1 
сли в это равенство подставить полученные значения Uk, Or aE ’ 
ict и осреднить уравнение, то получится равенство 
uo) Ax (, 
[a+ 208 +a'y],Af (2) + ea) + [42,6] „Ак = 9e(2), 


или, что то же самое, 

1 d(p'(uo)A 

© A(x) + РН + g(x, 6)] „А = 94(2)- 
Граничные условия для функции Ак(т) такие же, как и для А! (т): 


ик(т,&) = Ак(0) + 90к(т,&), A1(0) = Ai(l) =0 


Тем самым определена функция ик+1(т,&) и для нее выполнены усло- 
вия (37.2)-(37.4) с заменой k на К + 1. 

Поэтому далее процесс можно продолжать неограниченно и по- 
строить все функции вплоть до и„(т,&), так что частичная сумма 
ряда будет удовлетворять уравнению (36.1) и краевым условиям (36.2) 
с точностью до O(e"+!). 


$38. Существование и единственность решения. 
Оценка решения. Обоснование асимптотики 


Всюду в этом параграфе будем считать функции а(ё), p(u), g(x, &) 
и {(т,&) бесконечно дифференцируемыми, периодическими по пере- 
менной & с периодом | и, кроме того, а(х, &) > и > 0, q(x, Е) < 0, Е =ЕтТ, 
Е =М-!.1, М — большое натуральное число, и — положительная 
постоянная. 
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Прежде всего укажем априорную оценку решения задачи (36.1), 
(36.2) в предположении существования решения. Будем рассматривать 
немного более общее уравнение 


(=) +e gee) (=), =. =). 680 
u(0) = u(l) =0, (38.2) 
где а > 0 — какая-нибудь постоянная. 


Лемма 38.1. Для решения уравнения (38.1) с граничными усло- 
виями (38.2) при любых значениях Piece а справедлива оценка 


ее <4 4 < “| io 2, = )) dz. (38.3) 
0 


Доказательство. Умножим обе части уравнения (38.1) на 
решение u(x), проинтегрируем по отрезку [0;[] и проведем интегриро- 
вание по частям: 


1 1 1 
- [ие ат + | aw (p(u(a))) de + [ al. €)u°(2) dr = 
0 0 0 


1 
= | u(x) f(z, €) de 


0 


Пусть G(u) — первообразная функции р(и), так что С"(и) = р(и). Тогда 


1 

Jud. (p(u)) ат = - | r(w) dr = —G(u) 
0 0 

& 


Так как 4(т, &) < 0, то при любом значении постоянной а и любом 7 > 0 
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Тем самым справедливо неравенство 
1 


"(= | «дания [5 (38.4) 
0 0 


при любой положительной постоянной 77. 
Далее воспользуемся хорошо известной оценкой нормы функции 
в [2 через такую же норму ее производной. Если v(0) = 0, то 


r т Е 1 
v(z)=[v'(s)ds, у) < | Ids | v'(s)%ds <1[v'(s)%ds, (3855) 
0 0 0 0 
1 1 
| v(2)de <Р | v'(2)2de. (38.6) 
0 0 


Поэтому из неравенства (38.4) получится следующее неравенство: 


‚ес (бош [= 
0 0 0 


Если в этом неравенстве положить Y = ов то получим оценку 
(38.3). у 
Эта оценка при a = 0, т.е. для линейного уравнения, гарантирует 
единственность решения при f = 0, а значит, и существование решения 
задачи (38.1), (38.2), если a = 0. 
Лемма 38.2. Существует единственное решение задачи (38.1), 
(38.2) при всех достаточно малых а. 
Доказательство. Запишем уравнение (38.1) в виде 
а du _ esp 
4 (a(g) 2) +a(z,€)u= Иа, -а (plu). (88.7) 
T 
В пространстве функций И’; [0;[] с нормой [we@ +w(@)) de 


0 
рассмотрим wap 5м = llellwsto.y < < М, где постоянную М выберем 
позднее. Определим оператор А: Sy — W[0; 1] следующим образом: 
и = Av, если u(x) является решением линейного уравнения 


4 (ale) 9%) + ще, би = Ла.) -а 1.5). — (888) 


удовлетворяющим условиям (36.2). Тогда решение задачи (38.1), (38.2) 
есть неподвижная точка этого оператора. 
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Покажем, что можно выбрать постоянные М и а так, чтобы опера- 
тор А переводил шар $м в себя и был сжимающим. 
Применим к уравнению (38.8) неравенство (38.3): 


| и, < < (i(«3)-ad on) = 


& по ||? 
«(мн +2" ZI). 
Из неравенства (38.5) вытекает, что в шаре Syy справедливы оценки 


v(z)| < УМ, |p'(v(z)| < Mi. 


Wel. <5 о 


Так как в силу (38.5) |u(z)|? < м 


Следовательно, 


АА < +885 (ЛВ, + ри 


если выбрать М достаточно Sues а а достаточно малым. Поэтому 
оператор А переводит шар 5м в себя. 
Аналогичные оценки показывают, что при достаточно малом а 
оператор А является сжимающим. Действительно, пусть uj = Аз, 
= Avg, т.е. 


Ч (ое) + a(2.€)u1 = f(z.6) фа ((u1)), 
A (a(e) $2) + a(x, €)ua = f(x.) а (©). 


Тогда 
= а 
Я (ао и) + ог, — ua) = а Е (p(v2) — pv). 
ты обе части этого равенства на U; — U2, возьмем интегралы 
от 0 до [ и проинтегрируем по частям: 


1 1 
=| 9 — чув +f a(c.€)(u — ua)? de = 
0 0 
1 


= | a(P(er) — роз) — wh) dr. 
0 
8 А. М. Ильин, А.Р. Данилин 
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Следовательно, 
1 
и — анод < max [о | (а) — vale) (9) — us(x)| a. 
0 


Tax как max [p'(0)| < Mi a По < Пизе то 


иш — что а Ми — мно № — мои, 


откуда вытекает, что при достаточно малом положительном с опе- 
ратор А сжимающий и, следовательно, задача (38.1), (36.2) имеет 
единственное решение. У 

Хотя доказано только то, что построенное решение принадлежит 
классу W}(0;1], т.е. его первая производная суммируема с квадратом, 
а следовательно, само решение непрерывно, но непосредственно из 
уравнения (38.1) вытекает, что вторая производная решения тоже сум- 
мируема с квадратом. Опять же из уравнения следует, что и третья 
производная суммируема с квадратом. Продолжая эти рассуждения, 
приходим к тому, что построенное решение бесконечно дифференци- 
руемо. 

Процесс построения асимптотического разложения и оценка реше- 
ния задачи (38.1), (36.2) справедливы для любого a. Тем не менее 
для того чтобы избежать дополнительных осложнений, дальнейшее 
доказательство будет проведено лишь для достаточно малых а. 


Теорема 38.1. Пусть и,.(т) — решение задачи (38.1), (36.2), а 


= У‘, & 
k=0 


— частичная сумма ряда (36.4), построенного в $ 37 (с естествен- 
ной заменой уравнения (36.1) на уравнение (38.1)). Тогда существу- 
ет ay > 0, такое что при 0 < а < ao справедлива оценка 


и: (т) — Gn (=, =) = O(e"*), 
равномерная на всем отрезке [0; |. 


т 
Доказательство. Из построения функций мк (2, =) вытека- 
ет, что 


а (ae) ME) + a (Ибн (2,6) + абв, 8) a(t, €) — Га, в) = 
= o(z.e) = O(e™*") 
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равномерно при тЕ [0;[. Из этого равенства и из уравнения (38.1) 
следует соотношение 


(оо) а 2 (фене, 9) - бабе) + 


dx ae 
+4(2,€)(@n (x, €) — ue(x)) = Ye(x) = O(e"*") (38.9) 
равномерно при тЕ (0; /]. 
Обозначим Un = Un(x,£) — и.(т), умножим обе части уравне- 


ния (38.9) на Up, проинтегрируем по отрезку [0;[] и преобразуем неко- 
торые интегралы путем интегрирования по частям: 


1 1 1 
[ое — fav, - (P(Gn) ~ p(ue)) de + [ a(x.) 02 = 
0 0 0 


= ore dz. 
0 


Следовательно, с учетом отрицательности 4(т, &) 


1 1 
ов < [аи а — fala, буи? de = 
0 0 


1 1 
= -а [№ - ©.) - pl(ue)) de — [ фе (в) dz < 
0 0 


1 1 
<a [up| |8) — p(ue)| da + | jonve(2)| de. 
0 0 


Как это выяснено при доказательстве леммы 38.2, 
бе) ной < М, lu(a)| < vim. 


По построению при достаточно большом М таким же оценкам 
удовлетворяет и функция й„(х, &). Разность р(@„ (т, &)) — p(ue(z)) = 
=p'(t)vUn, где U = ди(т) + (1 - 0, (т,)), 0< 6 < 1. Значит, 


Ip'(@)| < Мо, |р(@» — р(иг)| < Malvnl, [шт] < УИ мо 
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и, кроме того, |: (2)| < Мзе"+". Значит, 


1 Г 
vlle% о < ам, | о -[un| de + Мое” | [2 dx < 
0 0 


Зам ино + Mollenllwsoye"*'s (38.10) 


где М и Ms — некоторые постоянные, не зависящие OT @ и =. 
Но в силу (38.6) 


2 = 2 2 2 2 
Про liv fox = По о + Пою а < (1+ Рон 
поэтому из (38.10) получим 
и 
iat Покер Ооо < Mallon iyo. + Msllenllwsioqe"*'s 


ИЛИ 


и 
(; Е aM,) оон < Mse"*". 
Это при достаточно малых a дает ||Yn|lysfo.) = O(e"+!). Но в силу 
(38.5) 

и" [со = O(\lvnllws 10:1) = О(="+1). у 


ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ 


Задачи к главе 1 


1. Докажите, что для любой последовательности ах (К = 0, 1, 2,3, 
4,...) существует функция f(z), аналитическая в комплексной плоско- 
сти при 0 < |2| < 1, 7 < argz < т и такая, что 


f(z) = Yaz, z70. 
k=0 


2. Покажите, что для произвольной последовательности ак (k = 
=0,1,2,3,4,...), вообще говоря, не существует функции f(z), анали- 
тической всюду в выколотой окрестности нуля в комплексной плос- 
кости. 


Упражнения к главе 1 


1. Найти асимптотику при x — со интеграла 
со 


1 (2) = iG +а?)те- dt, a>0, b>0, 


2 


2 
с точностью до O(2"~7e-°*"), т.е. так, чтобы остаток не превосходил 
2 
Мт"-Те-в? ; найти постоянную М. 


2. Найти асимптотику при т -+ со интеграла 
co 


Ь(т) = [< +a)~'cosbt? dt, a,beER, 
т 
с точностью до О(т-5), т.е. так, чтобы остаток не превосходил М5; 
найти постоянную М. 
3. Найти асимптотику при x — со интеграла 


—х 
h(a) = | тей sinbt2dt, a>0, bER, 
—-oo 
с точностью до O(r™~*e-*), т.е. так, чтобы остаток не превосходил 
Mz™~*e—°; найти постоянную М. 
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Вычисление асимптотики интеграла [!(т). Для примера рассмот- 
рим частный случай: a= b=1,n=-2. 
Достаточно два раза проинтегрировать по частям: 


со co 1 
r={ P+1 ef at= | -— a et) = 
( ) 242 +1)? =) 
=z х 
fo] 
1 -# baa |4 1 -# 
= | -—__е +| =(|—— Je’ &= 
( 242+ 1)? ) (вт) 
1 То 5+1 1 
2 2 2 
= ore | d(e* ) = —,—, e* - 
x(x? + 1)? Лечи“ ) a(x? + 1)? 
co 


О 2 358 +142 +3 2 

т ze + 4/42 q 
42° (2+1) АЕ 

т 


Таким образом, 


Т= aoe ВНИИ 2. _S2* +1 | e" +R 
25(27? + 1)? 42°(2° + 1)° | 
© ак 2 4 2 
где R= | a eat Если t >a >1, то aM 
J 4th(t? +1) АЕ + 1) 


< 2t7®. Следовательно, 
со 


co 
|R| < Г t°d(e-*) <2 | td(e*) =1-9е-”, 


т = 


Отметим, что первое слагаемое в ответе имеет порядок ze", 
а второе — х-7е-?'. 

В этом примере можно было сначала получить асимптотическое 
представление подынтегральной функции по простой калибровочной 
последовательности, а затем проинтегрировать это представление. 

Сделав в исходном интеграле замену переменной & = {, получим 


со со 


I= IG +1)e-# dt = 5 | ИЕ 4 = 
= | Гане = | СУ - 267! + 079, 
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Отметим также, что при a > 0 


со со 
| 24-Е = gen sey | ав dé < 
2? a? 
co 
<2" + ae | 7-1 Е < 22 e-2", 
a? 


Снова применяя формулу интегрирования по частям, получим 


fer Нева = — 3 (69 — 26-1!) €8) - 


т? 


со 
- 5 | G ee 7e- HE е 4 = 5 (25 — 25-7) ert Зее + 
Г co oo 
+B [eMPetag-7{ Ге = (118-92) +В 
2? 1? 
Таким образом, 
I= (5 25 — 127) e* + В, 
где 


ивы [2 feos etaes ferme) Jebus] < i efdg < 


2 
< я em, 


Вычисление асимптотики интеграла I(x). Для примера рассмот- 
рим частный случай а = —1, b = 2. Так же как и в предыдущем 
примере, сделав замену & = #, получим равенство 


[= [e- 1) cos (2) at = 4 feta — €'/2)-| сов (26) dé = 


= Peter +e +9 + 6? + (0) 005 (26) a, 
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-5/2 
где |r(€)| < Е Tipu x > 2 (Е > 4) это дает оценку |"(&)| < 25/2. 


Отсюда 


| [ето 0s 2 ae < | Сер = 2 
Отметим также, что при a > 0 
] 9 cos (2€) dé| = tan sin (22?) — 3 ты sin (26) dé] < 2~?*. 


Теперь интегрированием по частям найдем оставшийся интеграл 
с нужной точностью: 


+) 008 (26) de = 
Ш sin (26) ар 
= Setter +e + 
+ Lhe + 56-9 + 26-9) sin (26) dé + 5 fe +57) cos (26) dé 
4 2 2 : 


2 2? 


Таким образом, 


Paes), я (x? +23 4.274) + OF? Ge) т +В, 
где 
= +i | 24°? cos (26) dg +t | (362 +2673) sin (26) dé + 


co 
are og pe 
+5 Сет) cos (26) 4 < 
a? ‘ 
1/3 5 =6\ nb a6 6 216 Gls 
<4(52 + 2x )+5= +42 +52 < 407 , 


поскольку при x > 1 справедливо неравенство 2—6 < 25. 
Вычисление асимптотики интеграла 13(т). Асимптотику таких 
интегралов тоже нетрудно получить интегрированием по частям. Од- 


нако если интегрировать экспоненту, а дифференцировать тригоно- 
метрические и степенные функции, то асимптотического представле- 
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ния не получится. Если действовать наоборот: интегрировать триго- 
нометрические функции (после умножения на соответствующий мно- 
житель), а дифференцировать остальные сомножители, то асимптоти- 
ческое представление получить можно, но для получения требуемой 
оценки пришлось бы 4 раза интегрировать по частям, что несколько 
утомительно. Удобнее перейти к комплексным функциям, считая 


— -2 
I= | emettsinbPat= Me J, 1= | mei a. 
—oo oo 
В качестве примера рассмотрим случай: a=b=1, т=2, J= 
-—: 
= | t2et+it’ dt. Удобнее также сделать замену в интеграле, перейдя 


—со 
от фк —t. Таким образом, 


co 
J= | sw dt=* 


2 


ey = . 2) ей 
2-z+iz (2x — 2in®)e~*+## 


- +R, 
1-2 (1 - 2iz)® 


где 


со 2 : 
R= | 2, 12th + 12it) eae? ay 
Аа -2it? (1-21) 


Если x > 1, то 


co 


3t , 12?) 5 9! 29 ap 
181 < | (4+ eee dt< ут e*, 


г 


Итак, I = Же J = Ip + Ro, де |Ro| < gate, a 
2 — 972 м 
In = Re ВЕ kee eet =) е-=+#" | = 
1-27 (1-25) 
ыы x _ 162° + 62° —2т 
1442” (1 + 42”) 


3 4 2 
+ 22 a+ 0 Е е-? cosz?. 
1+ 42 (1 + 42°) 


Je sina? + 


Если не уточнять значение постоянной М в оценке остатка, TO 
можно упростить дроби в полученном ответе: 


= (1-1 \е-= зщ? (1 =z 2 -2,-2 
1= (1 me sing? + =)e cos 2” + O(z~“e™*). 
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Упражнения к главе 2 
1. Найдите асимптотические представления для частичных сумм 
en ‚ подобные представлению (6.1) и содержащие 
k= 


a) два члена, 

6) три члена, 

в) четыре члена асимптотики. 

Найдите оценку приближения для больших п и некоторые числен- 
ные значения. 

2. Е асимптотические представления для частичных сумм 


п 
т = Подобные представлению (6.1) и содержащие 


и два члена, 
6) три члена, 
в) четыре члена асимптотики. 
Найдите оценку приближения для больших п и некоторые числен- 
ные значения. 


3. Найдите сумму ряда я Е 


Упражнения к главе 3 


1. Найти асимптотику при Л -+ со интеграла 
ы 
(d) = | y(t) e? dt, 
a 
где P(t) =В - (2a + b)t? + (a? + 2ab)t + с, b>a>0, a Y(t) — на- 
пример, полином или тригонометрический полином. Вычислить два 


первых члена асимптотики и дать асимптотическую оценку остатка 
(без точного значения постоянной М). 


2. Найти асимптотику при Л — со интеграла 
ы 
В») = | plt)e >? at, 
a 
где P(t) = t? — (2a + b)t? + (a? + 2ab)t + с, b>a>0, a y(t) — на- 
пример, полином или тригонометрический полином. Вычислить два 


первых члена асимптотики и дать асимптотическую оценку остатка 
(без точного значения постоянной М). 
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3. Найти асимптотику при A > со интеграла 
by 
1d) = | o(t) OP at, 


где P(t) = 3t* + 4(a — b)t® — 6abt?, a > 0, b> 0, a y(t) — например, 
полином или тригонометрический полином. Вычислить два первых 
члена асимптотики и дать оценку остатка (без точного значения по- 
стоянной М). 

4. Найти асимптотику при Л -+ со интеграла 


by 
| p(t) eP dt, 


a 


где P(t) = 3t* + 4(a — 5)В — 6abt?, a> 0, b> 0, a y(t) — например, 
полином или тригонометрический полином. Вычислить два первых 
члена асимптотики и дать оценку остатка (без точного значения по- 
стоянной М). 


Вычисление асимптотики интеграла [!(Л). Возможны различные 
случаи общего положения: 

1) если a; <a, В <b, то максимум P(t) достигается в точке а; 

2) если 61 < a или В! > 6, то максимум P(t) достигается в точке 61; 

3) если a; >a, bj > b, To максимум P(t) достигается либо в точке 
aj, либо в точке b; (либо в обеих точках, если эти максимумы равны). 

Для примера рассмотрим случай а = 1, 6 = 3, a; = 0, 6 =2, c= 
=1, g(t) =sint. 

Максимум P(t) достигается при t = 1, Р(1) =4 и для достаточно 
малого фиксированного 6 > 0 справедливо соотношение 


2 146 


I= | dt = | sint eM? 58 +7+1) dt 4°O(exp (1 — 7A)), 
о 1-5 
где y > 0. 
В окрестности точки t = | замена переменной P(t(z)) = -5 2 +4, 
t(0) = 1 преобразует интеграл к виду 
& 1.2 
| sint(z)e*?2* *¥(z)dz, 6, > 0, & >0. 
-b 


Следовательно, [ = ео (0) vo + o(r~*)), где 4(2) = 
= sin t(z) - t’(z). 
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Для нахождения производных функции ф в нуле достаточно 
1 
несколько раз продифференцировать тождество P(t(z)) = 5 2+: 


(3 — 10¢+7)t'(z)=—z, (3t? — 10t + 7)t’"(z) + (6t — 10) (2) = -1. 


1 


Следовательно, #'(0) = 5. Далее 


(38 — 10 + 7)t"(z) + 3(6¢ — 10)¢"(z)t'(z) +66 (ар =0, #0) = 5, 
(32 — 10t + 7) (2) + 4(6t — 10)Ё(2)Ё" (2) + 3(6t — 10)" (=)? + 
+ 36#'(2)[# (=)? = 0, 


Итак, 


Вычисление асимптотики интеграла 15(^). Возможны различные 
случаи общего положения: 
4а — 


3 
a+2b 


b 
1) если а! < ‚ то максимум P(t) достигается в точке a}; 


2) если a, > ‚ то максимум P(t) достигается в точке a]; 


4a—b a+2b a+2b 
<а < 3 3 


a+2b_ 


3) если , b> ‚ то максимум P(t) дости- 


гается в точке 


4) если а! > 


ao С ae то максимум P(t) достигается либо 


‚< 
3 
в точке а1, либо в точке 6; (либо в обеих точках, если эти максимумы 
равны). 

Для примера рассмотрим случай a =2, 6 = 3, a) =1, Ы =4, с= 
=1, 9(t) =8. 


4a—b 5 
Tak как а! < = = 5, то максимум P(t) достигается в точке 


3 
a, = 1. Поскольку 


4 1+5 
ne fe e~MO-7P+16t+1) ge — | pe MO-7E + 1641) gy + 


1 1 
+ O(exp(—114 — yA)), 
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где д > 0 достаточно мало, а y > 0, то асимптотика легко получается 
интегрированием по частям: 


146 
| per MO-7E+16t+1) gy = 
1 

= Ремень) 


145 145 : 
ыы | a(t) Pe) gy = 
(ЗЕ — 14t + 16) 


1 XJ dt\ P(t) 
al in te e е-^Р(®) 
5A dP’ (t) dt \ P’(t) 1 


1 а[га/Е -\P(t) » 
deny | (5 *(Ре))° ^Р (6) dt + О(ехр(- ИА — 7A)) = 


1+5 
4+ 


СА, 18 = 
нех + тит +007). 


Указания к упражнению 3. Корни многочлена 


P(t) =3# + 4(a — b)t3 - 6abt? 


равны cy = 5 (206 - a) — V4b? + 10ab+ 4a?) < би с = 7(2(— a) + 
+ V4b? + 10ab + 4a?) > 0. 


Возможны различные случаи общего положения: 

1) если с! < a; <0<Ы < cy, то максимум P(t) достигается в точ- 
ke t = 0; 

2) если В > cp, a; > ci, то максимум P(t) достигается в точке 81; 

3) если by < cp, а! < cj, то максимум P(t) достигается в точке a}; 

4) если с! < a; <И < 0, то максимум P(t) достигается либо в точ- 
ке а1, либо в точке 6; (либо в обеих точках, если эти максимумы равны); 

5) если 0 < a < bj < cp, то максимум P(t) достигается либо в точ- 
ке a), либо в точке by (либо в обеих точках, если эти максимумы равны); 

6) если a; < ci, b} > cy, то максимум P(t) достигается либо в точ- 
ке a), либо в точке by (либо в обеих точках, если эти максимумы равны). 


Указания к упражнению 4. Пусть для определенности 
а > 6. Обозначим 


г =-3 (ба+ь- 4а? — 25-282), 
р =-3 (2a+d+ 4а? — 2ab — 262), 


так что —P(b) = -Р(т1) = —P(r2) = 63(2а + 5). Тогда возможны pa3- 
личные случаи общего положения: 
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1) если a; < —a, b > —a, то максимум P(t) достигается в точке —а; 

2) если 6 < —а, то максимум P(t) достигается в точке 61; 

3) если —а < а! < то, то максимум P(t) достигается в точке a}; 

4) если го < a; < b, И > В, то максимум P(t) достигается в точке 6; 

5) если т2 < ay, & < В, то максимум P(t) достигается в точке аи, 
либо в точке 6; (либо в обеих точках, если эти максимумы равны); 

6) если a; > 6, то максимум P(t) достигается в точке a), либо 
в точке 6 (либо в обеих точках, если эти максимумы равны). 


Упражнения к главе 4 
b 
1. Найти асимптотику при A — oo интеграла | eeosnt de где 
a 
y(t) — например, полином или тригонометрический полином. Вычис- 
лить три первых члена асимптотики и дать асимптотическую оценку 
остатка (без точного значения постоянной М). 
by 
2. Найти асимптотику при A — со интеграла | y(t) cos (A sin nt) dt, 
а 
где y(t) — например, полином или тригонометрический полином. Вы- 
числить три первых члена асимптотики и дать асимптотическую оцен- 
ку остатка (без точного значения постоянной М). 
by 
3. Найти асимптотику при Л — со интеграла | oe) eP( dt, где 


P(t) = t3 — (2a + b)t? + (a? + 2ab)t+c, b>a>0, 


a p(t), например, полином или тригонометрический полином. Вычис- 
лить три первых члена асимптотики и дать асимптотическую оценку 
остатка (без точного значения постоянной М). 

Указания к упражнениям. Асимптотика интегралов за- 
висит от того, сколько стационарных точек показательной функ- 
ции находится на отрезке a), 9. Например, в упражнении 1, если 
a; <0<Ы < т/п, то на отрезке [а1;61] находится одна стационарная 
точка, если a; < О<л/п < bj < 2т/п, то две такие точки, а если 
0 <a; <b <л/”, то стационарных точек нет. 

В упражнении 3, если a; <a H bj > i (a + 2b), то Ha отрезке {a}; bi] 
находятся две стационарные точки. 

Если стационарных точек нет, то ответ получается трехкратным ин- 
тегрированием по частям. Если стационарные точки имеются, то в от- 
вет входят два слагаемых порядка x~!/? и 2-3/2 от каждой стационарной 
точки и по одному слагаемому порядка г-! от каждого конца отрезка. 
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Вычисление асимптотики интеграла из упражнения 2. Рассмот- 
рим следующий пример: 
1 
= fe +1) cos (Asin 3t) dt. 
0 
Переходя к комплекснозначным функциям, получаем: J = Re J, где 
1 
f= Je + 1) exp (iAsin 3t) dt 
0 
B данном случае имеется только одна стационарная точка, 
to =7/6, S(t)=sin3t, S(to)=1, S'(to)=0, S”(to) <0 
В окрестности точки & замена независимой переменной sin 3t = 1 — 
— 22/2 приводит к изучению интеграла 
+5 
A= [ee + 1) w(z) exp (iA(1 — 2/2) #(2) dz, 
-6 
где 6 > 0, a w(z) — описанная в $ 17 срезающая функция. 
Так как t = 2 (arcsin (2/2) + 1/4), то t(0) = 7/6, #(0) = 1/3, #"(0) = 
=0, t’”(0) = 1/12. 
Вклад в асимптотику от стационарной точки 1/6 равен 


[2 exp(i(a—#/4) (v-¥"@ 5, +00), 


где 4(2) = (Ё(2) + 1) #(2). Таким образом, 


л= |" exp (i(A — п/4)) x 
2 (п? 21 
x ‘de т 1) zi ($+ 5(5 ы 1) ) 5 FON 5). 
Вклад в асимптотику интеграла J OT концевых точек вычисляется 


2exp(iAsin3) _ 1 
2id cos 3 За 


однократным интегрированием по частям и равен 
Таким образом, 


= хат ехр(ИХ — п/4))3 ( tt) +at(2epeand) _ 2) - 


2icos3 $ 


иво ( + (8 +) sro" 


240 Задачи и упражнения 


Для получения асимптотики интеграла I достаточно взять действи- 
тельную часть интеграла J: 


ый те 
ТЕХ ЛУ сов (А — 1/4) 3 (15 +1) +27! (aaa ri 3) + 


4-9 Ут sin ((A “у +H (= + :)) +0(^—*). 


Упражнения к главе 5 


Найти асимптотику при т — oo и при x —+ —oo интеграла. Выписать 
явно два члена асимптотики. 
со 


1. | (12 + b2)-! exp (028 + ixt)) dt. 


2. | (t4 + b*)—! exp (ва? Вх + izt)) dt. 
—с 

Указания к упражнениям. Для вычисления асимптоти- 
ки надо, как это делается в $21, сместить контур интегрирования 
в комплексной плоскости (а в упражнении | еще сделать замену 
независимой переменной). Но при этом надо учесть, что в зависимости 
от соотношений между постоянными а и 6 могут появиться дополни- 
тельные слагаемые из-за полюсов функций (Ё + b?)-! и (#+)-1. 


Упражнения к главе 6 


Найти асимптотику при x — со общего решения уравнения. Выпи- 
сать явно три члена асимптотики и асимптотическую оценку остатка. 


1. 2ти" + (2n + Ти + 2a?u = 0. 

Эти" + (2n + Ти" — 2а?и = 0. 

и" + (а? т?” + ти = 0. 

и" — (227 + а?т”)и = 0. 

и" + (exp (2az) + b?)u = 0. 

. м” — (exp (2az) + Би = 0. 

Вычисление асимптотики решений уравнения 1. Для примера 

рассмотрим случай п = 3, а = 1: 


оярою 


2ти! +7u' +2и = 0. 


В данном примере, если применить сначала первое преобразование 
Лиувилля, а затем добиваться того, чтобы коэффициент при функции 
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стал равным единице, процесс будет весьма долгим. Намного короче 
будет путь, при котором сначала применяется второе преобразование 
Лиувилля. Всегда сначала полезно оценить возможные пути преобра- 
зования. 

Итак, в данном случае удобно сделать замену независимой перемен- 
ной 5 = s(x), так чтобы 2т[5'(2)]? = 2. Поэтому положим s(x) = 2/Z. 
После замены уравнение приобретает вид 

2 

= 1, =0, или #5 88 og, 

ds Vz ds ds? 3 ds 
Теперь можно с помощью замены неизвестной функции обратить в 
нуль коэффициент при первой производной: 


2 
и = 03-3, 1+ (1-3) 0. 
5 


со 
Подставляя в это уравнение ряд v = 1 + >> сьз—* 


k=1 
енты ряда: с1 = 3%, cp = —3, ск = 0 при К > 2. Итак, одно решение 


ш(т) = т-ЗеНУЕ (1 + aye - =). 


‚ находим коэффици- 


Другое решение 


a) Hav (1 3 -2) 
и =: °е а: F 
2(z) 5 дает 
Вычисление асимптотики решений уравнения 4. Для примера 
рассмотрим случай п = 3, т = 5, а = 2: 


— (26 + 42°)u = 0. 


Последовательное применение преобразований Лиувилля приводит 
в этом случае к очень сложным и громоздким вычислениям. Значи- 
тельно быстрее приводит к успеху метод, изложенный в замечании 2 
к $ 26. 

Замена неизвестной функции u(x) 


= w(z)[Q( z))~'/4 exp S(z), где 
в данном примере Q(z) = 42° + 15, S(z) = 9”, приводит к урав- 
1 


нению 


is , in_1 2a) (5 92} 198) - 
aa Е (206 292) ) *"\ 16 9) 4 OC) 2 


co 

Асимптотику решения можно искать в виде | + > СьТ-* и, как 
k=1 

указано в упомянутом замечании, она является асимптотическим раз- 
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ложением истинного решения. Асимптотика коэффициентов имеет сле- 
дующий вид: 


20(+)"* - 5 32 = 20° + 42? — 42 +8- 3 + 0(2), 


5 (Q@)P _ 1 Q"(a) ==? (18 Fa He -§ +0( =). 


16 [Q@)P 4 Qe) 


Следовательно, с1 = Co = сз = 0, qe uk gall, Так как 
ы ы 32’ 8’ 3 
—1/4 (5 =r (11+ 5-848 +0 С) 
9 (2) zn? 0 8 8 (=) 
2 4 


У ia 2 10, 28 84, 264 858 28 
Q(x) = (1+ = ata ats ats a +0(т )), 
exp (5(т)) = 27! exp (1 z+ 328 - 22+ 4=) x 

28 42 _ 429 
хехр (++ - + 5: 
то ответ следующий: если ограничиться тремя членами асимптотиче- 
ского разложения, то одно решение равно 


ш (г) == (1-1+ = +0(2-)) (1-3 + =) ig 


хехр(12' +527 - a? + 4z) = 


=2 821-24 ay + O(a 3)) exp(; т 44223 - #1 +4=). 


Аналогичным образом строится и второе решение: 


из (т) ==" (1+5 4 tie a + O(c *)) ехр(-1 2 - pao +a? -4=). 


Упражнения к главе 7 


Найти асимптотику при Е — 0 решения краевой задачи. Выпи- 
сать явно равномерное асимптотическое приближение с точностью 
до О(=3/?). 

1. ви" -ти=13, 1<1<2, u(l)=1, и (2) =1. 

2. eu" — (2? ра, 1<:<2, u(0)=1, ш(2) =1. 

3. ви" - (т+Пи=13, 2<2<3, ш(2)-2щ(2) = 1, и(3) =3. 

Найти асимптотику при = > 0 решения краевой задачи. Выписать 
явно равномерное асимптотическое приближение с точностью до О(=?). 


8. 


4 
5 
6. 
7 
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‚ Би’ ти +и=1?, 1<1<2, u(l)=2, ш(2) =1. 
„ Еииш — 12и=123-1, 0<т<2, u(0)=1, u(2)=1. 

eu” и + ти = (т+1ехрх, 1<т<2, u(l)=0, u(2)=1. 
. =и"-ш-2ти=т, 0<т<2, u(0)=0, и(2) =1. 

eu” — ти -и=ехрт, 1<1<2, и( -иц (1) =1, и (2) = 


Найти асимптотику при Е -+ 0 интеграла. Выписать явно асимпто- 
тическое приближение с точностью до 0(Е?). 


1 
9 [5 (al + Ie? 5 de 
ot+er+e? 
и 
10. и. sin ( x -1) ат 
Vat + =? 1? + =4 
0 
1 
и. А 
ее rte 


Указание к упражнению 11. После замены переменной 
п/2 


. ь cos 
y= arcsin? x искомый интеграл принимает вид | р у. dy. 
yt+ 
0 


Упражнения к главе 8 


Найти асимптотику при Е — 0 решения начальной задачи. Выписать 
явно равномерное асимптотическое приближение с точностью до О(Е?). 


1. 


реноярию 


ЕТ 
ЕТ 
ЕТ 


ez! 
ex! 
ed 
ez! = 
ez! 
ez! 
"= (2 —2)(x?-t?-2t-1), O<t<1, 2(0)=-1/2. 
"= (-—z2)(22-t-2t-1), O<t<1, 2(0)=1/2. 
/=(t—2)(2?-t?-2t-1), O<t<1, 2(0)=2. 


io ee -2r-t?+6t-8), O<t<1, 2(0)=-4. 
= (t?—2)(2? -22-t?+6t-8), O<t<1, 2(0)=-1. 
= (t—2)(z? -22-t?+6t-8), O<t<1, 2(0)= 
(# —2)(x? -2т-Р+0-8), O<t<1, 2(0)=6. 
= (=-2) (т? -22-t?+6t-8), O<t<1, =(0)=- 
= (2-2) (12 -27-t?+6t-8), О<Е<1, 2(0)=2. 


Упражнения к главе 9 


Найти асимптотику при = — 0 решения начальной задачи. Выписать 
явно равномерное асимптотическое приближение с точностью до О(=?) 


на отрезке длины О(Е 


—!). 
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Pu _ (du 3 2 ae ae = 
1. += (4%) w, що) =1, 4% (0) =1. 
Ри аи аи 
2. ии (4%) (1+ 22) + a (1+), u(0) = 1, $ (0) =1. 
Фи _ (аи т 2) , du _, du = 
3. a tu=e(Z) т а u(0) = 1, $ (0) =1. 
2 3 
4 or +4u=e(F) ui, u(0) =1, 8 a и (0) =1 
du _ (du 8 3 2 _, du 
5. oe tau = (+) 4и?), и (0) =1, % (0) =1 


Задачи к гл. 10 


1* (Г.П. Панасенко). Пусть а(&), а(&) — бесконечно дифференциру- 
емые функции, периодические по переменной €, р(и) и f(r) бесконечно 
дифференцируемы. Пусть a(€) > и > 0, р(0) = 


0, 
ЭЕ > 0Уш, и ЕВ |p(u1) — p(uz)| <L- Jur — up|. 


Рассмотрим задачу 
i (((2) $5) + ap(ue)a(Z) = Ла, 2604), ии = 


где Е — малый параметр, такой что Е = М-Ц, N — большое натураль- 
ное число. 

а) Доказать, что существует такое оу > 0, что для всех а, |a| < ao, 
эта задача имеет единственное решение. 

6) Построить асимптотическое решение задачи вида (36.4). Опре- 
делить все их(х, &). Выписать задачу для (т, &). 

в) Доказать, что существует такое си > 0, что для всех a, |а| < 
< min {а0, a} имеет место оценка 


ue(2) ~ 6, (2,2) = O(e"*"), 


где Up (2, =) — частичная сумма, определенная на с. 226 в теоре- 
ме 38.1. 

г) Можно ли ослабить условие Г-липшицевости для р и усло- 
вие р(0) = 

2* (Г.П. Панасенко). Пусть а(&), а (&), qo(€) — бесконечно диффе- 
ренцируемые функции, периодические по переменной &, и f(r) беско- 
нечно дифференцируема. Пусть а(&) > и > 0. 
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Рассмотрим линейную задачу 


z(«(2)%) +a{a(2) $8 + 2 ( (2) = (=), те (0,1), 
ue(0) = ue(l) = 0, 


где Е — малый параметр, такой что = = М-Ц, N — большое натураль- 
ное число. 

Ответить на вопросы (а)-(в) задачи 1 применительно к этому ли- 
нейному уравнению. 

е) Как изменится построение асимптотики решения, если заменить 
граничное условие и.(1) = 0 на = (1 = 0? 


Указание к задачам | и 2. Существование и единствен- 
ность решения при малых а доказывается с помощью принципа сжи- 
мающих отображений (С. Банах), как в гл. 10. При этом в качестве 
оператора А берется оператор, удовлетворяющий соотношению и = Ау, 
где и есть решение уравнения 


а а f(z) - ap(v)a(=) в задаче 1, 
dz («(2) #) ~ f(z) -а {a (2)2 - 4 ((2)»)} в задаче 2 


с условиями и. (0) = и, (1) = 0. 
Предварительно следует получить априорную оценку для решения 
типа 
2 


due 2 
| [eon < Cl leon 


при достаточно малых a. Далее использовать подход, изложенный 
в гл. 10. 
Уравнения для uo: задача 1: 


a 2% + а] рб) = Ле; 


12(0,1) 


а 2 
задача 2: 
at du 4 (5) 92()1? >) _ 
aS +alale) +99 + ([8]. - [2] а) = ло), 


= a -1 
me @ = [а`'(&)],. 
Если условие u,-(1) = 0 заменено Ha fue 


= 0, то граничные усло- 


(1) 
duo 
вия для Uo будут следующими: Up(0) = 0, ae (l) =0. 
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Устойчивость авижения, световой nyu, групповая скорость. 
`репятивисточие свойства и многое другое — это по сути аепа 
асимптотические описания явлений. Одному известному 
физику поиписывается Фраза: «Яваение не является Физи- 
ческим, есая в нем отсутствует мапый параметр». 
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